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Resume. — Nous etudions les proprietes locales des espaces de Berkovich 
sur Z. A I'aide de theoremes de Weierstrafi, nous montrons que les anneaux 
locaux de ces espaces sont noetheriens, reguliers dans le cas des espaces affines 
et excellents. Nous prouvons egalement que le faisceau structural est coherent. 
Nos methodes s'adaptent a d'autres anneaux de base (corps values, anneaux de 
valuation discrete, anneaux d'entiers de corps de nombres, etc.) et traitent de 
fagon unifiee espaces complexes et p-adiques. 

Abstract 

Berkovich spaces over Z : local study. We investigate the local properties 
of Berkovich spaces over Z. Using Weierstrafi theorems, we prove that the local 
rings of those spaces are noetherian, regular in the case of afhne spaces and 
excellent. We also show that the structure sheaf is coherent. Our methods work 
over other base rings (valued fields, discrete valuation rings, rings of integers 
of number fields, etc.) and provide a unified treatment of complex and p-adic 
spaces. 



Introduction 

Les fondations de la geometrie analytique complexe etaient etablies depuis 
longtemps lorsque John Tate a propose, en 1961, la definition d'une geometrie 
analytique j>-adique possedant des proprietes analogues (c/. |Tat71| ). Ce sujet 
a ensuite suscite un vif interet et d'autres geometries p-adiques (ou sur tout 
autre corps value complet) ont vu le jour, chacune possedant ses specificites. 
Mentionnons les theories de Michel Raynaud, ou les espaces sont vus comme 
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des fibres generiques de schemas formels (c/. |Ray74| ), et de Roland Huber, qui 
permet de retrouver les points du topos (c/. |Hub93] et |Hub94| ). 

Dans ce texte, nous nous interesserons a une autre de ces geometries : celle 
developpee par Vladimir Berkovich (c/. |Ber90| et |Ber93| ). Outre ses nom- 
breux succes dans des domaines varies (programme de Langlands, integration 
motivique, dynamique, theorie de Hodge p-adique, etc.), elle possede la specifi- 
cite interessante de permettre de definir des espaces analytiques sur tout anneau 
de Banach. En particulier, les espaces de Berkovich sur le corps des nombres 
complexes C (muni de la valeur absolue usuelle |.|oo) existent et ne sont autres 
que les espaces analytiques complexes usuels. Mieux encore, on pent definir des 
espaces de Berkovich sur 1' anneau des entiers Z (egalement muni de la valeur 
absolue usuelle |.|oo) et I'on obtient alors des espaces naturellement fibres en es- 
paces analytiques complexes et p-adiques. Pourtant, en dehors du cas des espaces 
definis sur un corps value complet, bien peu de resultats sont connus. Mention- 
nons tout de meme I'ouvrage |PoilO| oil le cas de la droite de Berkovich sur Z 
est traite de fagon approfondie. 

Dans cet article, nous nous proposons de contribuer a I'etude locale des espaces 
de Berkovich affines de dimension super ieure sur Z (ou, plus generalement, sur un 
anneau d' entiers de corps de nombres), espaces que nous imaginons comme des 
fibrations en espaces affines au-dessus du spectre analytique A^(Z). En geometric 
analytique complexe, cette etude repose de fagon cruciale sur le theoreme de di- 
vision de Weierstrafi, un theoreme qui permet de diviser une fonction analytique 
au voisinage d'un point par une autre de fagon a obtenir un reste polynomial. Si, 
dans ce dernier cadre, tons les points sont definis sur le corps de base C, il n'en 
va pas de meme dans notre situation, oil le corps residuel Jif{x) d'un point x 
pent etre une extension non triviale du corps J^{b) sur lequel sa fibre est defi- 
nie. Dans ce texte, nous demontrons un theoreme de division de Weierstra£ pour 
les points dits rigides des fibres (ceux en lesquels I'extension J^{x)/Jif{b) est 
algebrique) . 

Le theoreme de division de Weierstrafi est 1' ingredient essentiel permettant 
d'acceder a la structure des anneaux locaux. Nous poursuivons notre travail en 
demontrant que ceux de I'espace A^''"^ sont noetheriens et reguliers, puis que 
le faisceau structural est coherent, generalisant ainsi en toute dimension les re- 
sultats de |PoilO| . Nous les completons encore en demontrant que les anneaux 
locaux sont excellents. Pour des espaces analytiques generaux sur Z, ou un an- 
neau d'entiers de corps de nombres, ces resultats entrainent immediatement que 
les anneaux locaux sont excellents et que le faisceau structural est coherent. Re- 
marquons que, les anneaux locaux etant excellents et henseliens (c/. |PoilO| ). 
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ils verifient 1' approximation d'Artin. Nous donnons un exemple concret d'appli- 
cation de ce resultat. 

Signalons pour finir que, bien que notre interet residat principalement dans 
I'etude des espaces analytiques sur un anneau d'entiers de corps de nombres, 
nous nous sommes efforces, lorsque cela ne compliquait pas outre mesure les 
preuves, d'enoncer les resultats dans une generalite maximale en tachant en 
particulier de limiter les conditions imposees a I'anneau de Banach sur lequel 
les espaces sont definis. Ainsi le theoreme de division de Weierstrafi vaut-il sur un 
anneau de Banach quelconque. Quant aux resultats de noetherianite, regularite 
et coherence pour I'espace affine analytique A^^", nous les demontrons lorsque 
I'anneau de Banach appartient a une classe qui contient non seulement les 
anneaux d'entiers de corps de nombres mais aussi les corps values et les anneaux 
de valuation discrete. 

Precisons qu'a I'exception de celles utilisees pour demontrer I'excellence, nos 
methodes, inspirees de celles de la geometrie analytique complexe, ne necessitent 
aucune connaissance a 'priori de la geometrie des espaces de Berkovich sur un 
corps depassant celle des resultats classiques en dimension 1. En particulier, nous 
obtenons de nouvelles preuves des resultats de noetherianite et regularite pour 
les anneaux locaux des espaces A^'''", ou k est un corps value complet, ainsi que 
de la coherence du faisceau structural, par des methodes qui traitent de fagon 
unifiee corps archimediens et corps ultrametriques. 

Ajoutons quelques mots concernant la structure du texte. Dans la premiere 
section, nous rappelons quelques notations et definitions, ainsi que quelques re- 
sultats elementaires, ayant trait aux espaces de Berkovich sur un anneau de 
Banach, tires de |Ber90j et |PoilOj . Ainsi que nous I'avons explique plus haut, 
nous souhaitons etudier les points rigides des fibres. Pour ce faire, un moyen 
naturel consiste a les envoyer, par un morphisme fini, sur des points rationnels. 
C'est pourquoi nous consacrons les sections 2 et 3 a etablir quelques proprietes 
d'algebres et de morphismes finis, moyennant deux conditions techniques (Z?) 
et (A^), par des arguments adaptes de |PoilO| . Dans les deux sections suivantes, 
nous etudions les conditions introduites : nous montrons que la condition (D) est 
toujours verifiee et donnons des criteres pratiques pour que la condition (A^) le 
soit. Nous etablissons en passant le fait que les corps residuels k{x) des points des 
espaces de Berkovich sont des corps henseliens. A la section 6, nous regroupons 
les resultats obtenus pour relier I'anneau local en un point rigide a I'anneau local 
en un point rationnel, puis, a la section 7, demontrons le theoreme de division 
de Weierstra£ annonce. Enfin, dans les trois dernieres sections, nous utilisons 
ce resultat pour etudier de fagon precise le faisceau structural de I'espace affine 
sur certains anneaux de Banach (corps values, anneaux de valuation discrete. 
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anneaux d'entiers de corps de nombres, notamment). Nous demontrons que les 
germes de ce faisceau sont des anneaux locaux noetheriens et reguliers, excellents 
si I'anneau de base est de caracteristique nulle, puis que le faisceau lui-meme est 
coherent. 

Remerciements 

Nous remercions Antoine Chambert-Loir et Antoine Ducros pour leurs re- 
marques et conseils. 

1. Rappels 

Fixons un anneau de Banach (=2/, ||.||) et un entier n E N. Au chapitre 1 
de |Ber90| . V. Berkovich explique comment definir un espace localement an- 
nele A^^° (note egalement ^{^) si n = 0), qu'il appelle espace afRne analy- 
tique de dimension n sur =2/. Ensemblistement, ses points sont les semi-normes 
multiplicatives sur I'anneau de polynomes ^[T] = ^[Ti, . . . , r„] dont la restric- 
tion a ^ est bornee par la norme donnee ||.||. Pour tout point x de cet espace, 
associe a une semi-norme multiplicative on definit un corps residuel J^{x) 
de la fagon suivante. L'ensemble p^,' = {/ € =b/[T] | |/|^ = 0} est un ideal premier 
de £^[r] et induit une valeur absolue sur le corps Frac(j4/[T]/p2;). Son com- 
plete M'{x) sera le corps residuel voulu. Remarquons que nous disposons d'une 
« application d'evaluation » naturelle / G ■^/[T] 1-^ f{x) € 

V. Berkovich munit alors l'ensemble ^J^"^ ainsi construit de la topologie la 
plus faible qui rende continues les applications G A^^'^ 1— t- \f\x G R, pour 
/ E =e/[T]. Le fait que les corps residuels M'{x) soient munis d'une valeur ab- 
solue per met de definir une notion de convergence uniforme, puis de fonction 
analytique. Precisement, les fonctions analytiques sur un ouvert U de PJ^f"" sont 
les applications 

f:U^[_\ M'{x) 

telles que, pour tout x £ U, on. ait f{x) G Jif{x) et qui sont localement li- 
mites uniformes de fractions rationnelles (c'est-a-dire d'elements de I'anneau to- 
tal des fractions de sans poles. Ces constructions definissent un faisceau, 

note ^A"^an W 
^a/ 



'^^Des le chapitre 2 de |Ber90) . V. Berkovich se restreint au cas ou I'anneau de Banach {s^ , ||.||) 
appartient a une certaine classe : celle des algebres affinoides sur un corps value k. Les defini- 
tions de l'ensemble A^''" et de sa topologie sont inchangees. En revanche, le faisceau structural 
ne coincide avec celui que nous venons de decrire que lorsque I'algebre afhnoi'de est reduite. 
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Signalons que nous nous permettrons encore d'ecrire i?/,n,an(y) lorsque V 
n'est pas ouvert. En general, il faudrait le definir comme I'anneau des sections 
continues de I'espace etale correspondant au-dessus de V. Si V est une partie 
compacte de A^^", cela revient a poser 

ou \J decrit I'ensemble des voisinages ouverts de V . 

Soit X un point de A^*^"^. Nous dirons qu'un element / de G pj^j^^ ^ est defini 
sur une partie U de A^^" contenant x s'il possede un antecedent par le mor- 

phiSme ^A".an([/) — ?• ^A".an 

h : ■ i ;i ( i- 1 qu'a la fin du premier chapitre de |Ber90l , V. Berkovich propose 



une definition generale d'espace analytique sur s/m Un espace localement an- 
nele (V, Gy) est appele modele local d'un espace analytique sur s'il existe un 
entier n, un ouvert U de A^J^"^ et un faisceau d'ideaux de type fini de ffu 
tels que {V,Gv) soit isomorphe au support du faisceau G\j j ^ ^ muni du fais- 
ceau Gu I ^ . Un espace analytique sur si est un espace localement annele 
qui possede un recouvrement par des ouverts isomorphes a un modele local. 

Nous allons maintenant rappeler divers notions et resultats tires de |PoilO| . 
Nous y renvoyons le lecteur interesse par des precisions supplementaires. 

Soit n € N. Soit V une partie compacte de A^^^. On note J^{V) I'an- 
neau des fractions rationnelles sans poles sur V et ^(F) son complete pour la 
norme uniforme sur V. Posons I^{V)'^ = \m^^_^y SS{W)^ ou W decrit I'ensemble 
des voisinages compacts de V dans A^""^. Remarquons que, pour tout point x 

J A n,an 

de , nous avons 

^({x})t = lim .Sg{W) ~ ^A"'^" X- 

7 ' 

W^x 

Soit X un point de A^^°. Nous dirons qu'un element / de G est 
c^-defini (resp. =^^^-defini) sur un voisinage compact ^ de a; s'il possede un 
antecedent par le morphisme ^(1/) — )■ G kj^,^-^ (resp. I^UV) — )• G s^.,^^ ). 

Rappelons quelques definitions tirees de |PoilO| . §1.2. On dit qu'une partie 
compacte V de P^^^ est rationnelle s'il existe un entier p, des polynomes 
Pi, . . . , Pp,Q de £/[Ti, . . . ,Tn] ne s'annulant pas simultanement sur V et des 
nombres reels ri , . . . , > tels que 

V= f] {x£X\\Pi{x)\<n\Q{x)\]. 

l<i<p 



^^'Dans le cas ou jz/ = C, cette definition redonne les espaces analytiques complexes usuels. 
Dans le cas oil k est un corps ultrametrique complet, en revanche, elle est plus restrictive que 
celle que V. Berkovich propose par la suite. Toutefois, elle permet de retrouver les analytifiees 
de varietes algebriques et, plus generalement, les bons espaces sans bord. 
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On dit qu'une partie compacte V de A^^^ est spectralement convexe si le 
morphisme naturel 

induit un homeomorphisme entre M(^{V)) et V et si le morphisme induit 
est un isomorphisme d'espace anneles. 

Proposition 1.1. — Soit V un compact rationnel de A^^"^. Alors V est spec- 
tralement convexe et, pour toute partie compacte U de V , le morphisme naturel 

m{U) {dans A^) 0§{U) {dans B§{V)) 

est un isomorphisme. 

Exposons maintenant quelques resultats du paragraphe § 2.1 de |PoilO| (en 
nous contentant de la dimension 1). Soit t > 0. Definissons I'algebre £^{\T\ < t) 
comme I'algebre constituee des series de la forme X^^gN ^n^", ou {an)n>o est 
une suite d'elements de telle que la serie ||an||t" converge. Cette algebre 

est complete pour la norme definie par 

n>0 

Soit s, t S R verifiant < s < t. Definissons I'algebre £/ {s < \T\ < t) comme 
I'algebre constituee des series de la forme X^ngz^n^") ou {an)n>o est une suite 
d'elements de £/ telle que la famille (||an|| iiiax(s"', t"'))„gz est sommable. Cette 
algebre est complete pour la norme definie par 

nez 

Posons X = A^''" (avec variable T), B = Ai{£/) et notons : X ^ B le 
morphisme de projection. Pour toute partie F de S et tout t > 0, definissons 

bv{t) = {xeX\ tt{x) G V, \T{x)\ < t} 

et 

Dv{t) = {xeX\ Tr{x) G V, \T{x)\ < t}. 
Pour toute partie V de B et tons s,t > 0, definissons 

Cv{s,t) = {x e X\tt{x) £V,s < \T{x) I < t} 

Cv{s,t) = {x £ X\Tr{x) eV,s< \T{x)\ < t}. 
Si V = B, nous supprimerons I'indice dans la notation. 

Comme on s'y attend, les spectres des algebres =e/(|T| < t) et £/ {s < \T\ < t) 
sont canoniquement isomorphes respectivement a D{t) et C{s,t). 



n>0 



= "Y \Wn\\ max(s"',t"'). 

nGZ 
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Indiquons maintenant une relation entre norme en tant que series et norme 
uniforme. Pour eviter de distinguer les cas entre disques et couronnes, introdui- 
sons la relation suivante sur R+ : nous posons s ^ t si s < t ou s = 0. 

Rappelons egalement que I'anneau de Banacli |[.||) est dit uniforme si 
sa norme est « power-multiplicative », c'est-a-dire qu'elle commute a I'operation 
d'elevation a une puissance entiere ou, de maniere equivalente, qu'elle coincide 
avec la norme uniforme sur II est souvent commode de supposer que 

I'anneau de Banach {£/, |[.|j) est uniforme et c'est une liypothese sous laquelle 
nous nous sommes constamment places dans |PoilO| . Remarquons qu'elle impose 
a I'anneau £/ d'etre reduit et permet d'identifier canoniquement ^[T] a un sous- 
anneau de i^a'^"" (■^I/'*'^) i^f- |PoilO| - lemme 1.1.25). Cette hypothese montre 
son utilite lorsque I'on cherche a decrire explicitement des anneaux de fonctions. 

Proposition 1.2. — Supposons que I'anneau de Banach est uni- 

forme. Soient s,u R+ et t,v G R^ tels que s ~< u < v < t. Pour tout 
element f de ^/ITJ fl ff{C{s,t)), nous avons 



avec la convention que s/{u — s) =0 si s = 0. 

Demonstration. — II s'agit de majorer la norme en tant que serie par la norme 
uniforme, autrement dit, de majorer les coefficients d'une serie en fonction de sa 
norme uniforme sur un disque ou une couronne. On se ramene au cas ou ^ est 
un corps value en considerant une fibre sur laquelle le maximum de la fonction 
est atteint. On utilise ensuite, soit la description explicite de la norme sur les 
disques ou les couronnes si le corps est ultrametrique, soit la formule de Cauchy 
s'il est archimedien. Nous renvoyons a la proposition 2.1.3 de |PoilO) pour les 
details (et la generalisation en dimension superieure). □ 

Nous pouvons deduire de ce resultat une description de I'anneau ^ d'une 
couronne compacte. 

Proposition 1.3. — Supposons I'anneau de Banach (jz/, ||.||) est uniforme. 
Soient s,t € R tels que < s <t. Alors le morphisme naturel 



est un isomorphisme. 

Demonstration. — II suffit de montrer que ce morphisme est surjectif Soit / 
un element de =^(C(s,t))^. II existe € R verifiant u ^ s < t < v tels 
que / € ^{C{u,v)). Par definition, nous pouvons ecrire la fonction / comme 
limite uniforme de fractions Pn/Qn, avec Pn,Qn G ■^/[T], les polynomes Qn 




lim £/{u < \T\ <v) ^ ^{C{. 



s,t))t 



u^s<t<v 
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ne s'annulant pas sur C{u,v). Comme dit, cette couronne n'est autre que le 
spectre de I'algebre {u < \T\ < v). D'apres le corollaire 1.2.4 de |Ber90| . les 
polynomes Qn sont inversibles dans cette algebre. Par consequent, {Pn/Qn)ne'N 
est une suite d'elements de £/ {u < \T\ < v) qui converge vers / pour la norme 
uniforme sur C{u,v). La proposition precedente assure qu'elle converge dans 
£/ {u' < \T\ < v') pour la norme H-Hu',!;') quels que soient u\v' G R verifiant 
u < u' < s et t < v' < V. On en deduit le resultat voulu. □ 

Si W est une partie compacte et spectralement convexe de A.^^^, nous avons 
muni I'anneau 3§{W) de la norme uniforme sur W = A4{3^{W)). Par consequent, 
dans ce cas, I'anneau de Banach ,^{W) est toujours uniforme. 

Corollaire 1.4. — Soit V une partie compacte de B qui possede un systeme 
fondamental de voisinages spectralement convexes. Soient s,t £ H tels que < 
s < t. Alors le morphisme naturel 

lir^ ^{W){u<\T\ <v) ^ ^{Cv{s,t))\ 

WZ3V,u^s<t<v 

oil W decrit Vensemhle des voisinages compacts de V dans B, est un isomor- 
phisme. 

Remarquons que le corollaire vaut en particulier lorsque la partie V est un 
compact rationnel ou un point. 

Corollaire 1.5. — Soit b un point de B. Notons 0^ le point de la fibre Xf,. 
Alors le morphisme naturel 

lim ^{V){\T\ <t)^ ffx,o„ 

VBb,t>0 

oil V decrit Vensemble des voisinages compacts de b dans B, est un isomor- 
phisme. 

Dans I'etude qui suit, il est superflu de demander que I'anneau de Ba- 
nach {£/, \\.\\) soit uniforme. En cas de besoin, I'on pourrait de toute fagon 
s'y ramener par le lemme suivant, dont la demonstration ne presente aucune 
difficulte. 

Lemme 1.6. — Notons £/ le separe complete de I'anneau £/ pour la semi- 
norme uniforme ||.||oo sur ^{^). Alors le morphisme naturel 

M{J,\\.\U^M{s^,\\.\\) 

est un isomorphisme d'espaces anneles. 

Pour toute la suite du texte, nous fixons un anneau de Banach 
||.||). Nous notons B = M{.s^), X = A]^^ et : X ^ B \e morphisme 
de projection. Pour tout n € N, nous notons X„ = A^^^. 
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2. Theoreme de Weierstrass global 



Dans cette section, nous reprenons, en les precisant, les resultats de |PoilO) . 
§5.2. Les preuves ne demandant que des modifications mineures, nous ne nous y 
attarderons pas. Insistons sur le fait que nous ne demandons pas que I'anneau 
de Banacli (j?/, ||.||) soit uniforme. 

Soient d G N et G € =e/[T] un polynome unitaire de degre d. 

Theoreme 2.1 (Theoreme de division de Weierstrass global) 

// existe un nomhre reel w > verifiant la propriete suivante : pour toute - 
algebre de Banach £/' telle que le morphisme structural £/ — t- s^' diminue les 
normes, pour tout nomhre reel w > v et tout element F de ^'{\T\ < w), il existe 
un unique couple {Q,R) G [£/'{\T\ < w))'^ tel que 

i) R soit un polynome de degre strictement inferieur d d ; 

ii) F = QG + R. 

En outre, il existe une constante C > independante de w, s^' et F , telle que 
Von ait les inegalites 

{\\Q\\w < GIlFll^ ; 
\\R\\w < GIIFII^. 

Pour la suite de cette section, fixons une izZ-algebre de Banacli a/' telle 
que le morphisme structural £/ £/' diminue les normes. Nous munissons 
I'algebre quotient £/'[T]/{G{T)) de la semi-norme residuelle ||.||^',«,,res in- 
duite par la norme sur £/'[T]/{G{T)). Par definition, quel que soit F 

dans =g/'[r]/(G(T)), nous avons 



inf < max ||oj||t(;*, > aiT^ = F mod G, e € N 



0<j<e 
. i=0 



Si est une =e/-algebre de la forme ^(U), ou U est une partie compacte 
de A4{£/), nous noterons ||.||c/,u;,res la norme ||-||.^{[/),u;,res- 

COROLLAIRE 2.2. — Pour tout nomhre reel w > v, les proprietes suivantes 
sont satisfaites : 

i) la semi-norme ^w,res definie sur le quotient £/'[T]/{G{T)) est une 
norme ; 

ii) I'anneau £/'[T]/{G{T)) est complet pour la norme \\-\\ii/'^w,res- 

Puisque le polynome G est unitaire et de degre d, I'application 

j^'d ^ ^'[T]/(G(r)) 

d-l 

n : 



{ao, . . . ,ad-i) H> y^fli r' 



1=0 
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est bijective. Nous noterons ||.||^' la norme definie sur si''^ en prenant le maxi- 
mum des normes des coefficients. Nous pouvons alors definir une norme ||.||.(/',div 
sur i2/'[r]/(G(r)) par la formule 

IM|.»",div = 

Si si' est une iJ^'-algebre de la forme SS(JJ\ oii \J est une partie compacte 
de A^(i2/), nous noterons ||.||i7,div la norme ||-||^(c/),div 

COROLLAIRE 2.3. — Pour tout nombre reel w >v les normes \\-\\j2/',div 
^w,res definies sur ^'[T]/[G{T)) sont equivalentes. Plus precisement, 
pour tout element F de £/'[T]/{G{T)), nous avons 

W-^Ws/' ,w, res — ,div — ||-P^||^'^ui,res- 

3. MORPHISMES FINIS 

Soit G € s^[T] un polynome unitaire non constant. Considerons le mor- 
phisme d'anneaux de Banach s/ — )■ £/[T]/{G{T)) et le morphisme d'espaces 
anneles if : Zq — >■ B qu'il induit, ou Zq designe le ferme de Zariski de X defini 
par G = 0. C'est un morphisme fini dont nous allons etablir quelques proprietes. 
Nous suivons ici |PoilO| . § 5.3. 

Dans |PoilO| . definition 5.2.5, nous avons introduit une condition appe- 
lee (Rg)- Nous la remplagons ici par la condition suivante. 
Definition 3.1. — Soit U une partie compacte de B. On dit que U satisfait 
la condition (Ng) si elle est spectralement convexe et s'il existe un nombre 
reel v > tel que, pour tout w > v, la semi-norme ||.||£/,iD,res soit une norme 
umforme sur ^{U)[T]/{G{T)). 

Dans |PoilO| . § 5.3, I'on ne s'est en realite servi de (Rg) que pour demon- 
trer (Ng) {cf. proposition 5.2.7) et cette derniere condition suffit dans tons les 
raisonnements. 

Remarque 3.2. — Remarquons, des a present, que la condition [Ng) est satis- 
faite si le polynome G est de degre 1 puisque Ton dispose alors d'un isomorphisme 
admissible m{U) ~ m{U)[T]/ {G{T)). 

Nous reprenons ici la proposition 5.3.3 de |PoilO| . 
Proposition 3.3. — Soit U une partie compacte de B qui satisfait la condi- 
tion (Ng)- Les normes \\-\\u,div, \\-\\u,res ||.||oo sur ^{U)[T]/{G{T)) sont alors 
equivalentes. De plus, nous avons un isomorphisme admissible naturel 

^{U)[T]/{G{T))^^{^-HU)), 
oil ^(93~^(C/)) est calcule en considerant ip~^{U) comme partie de X. 



ESPACES DE BERKOVICH SUR Z : ETUDE LOCALE 



11 



Remarque 3.4. — Dans la preuve de la proposition 5.3.3 de |PoilO| . on consi- 
dere en realite ip^^{U) comme partie de Zq — Ai{^[T]/{G{T))). Cela ne change 
rien a la preuve. 

On modifie la condition (Ig) [cf. |PoilO| . definition 5.3.5) de la fagon suivante. 

Definition 3.5. — Notons G{b){T) = Y[l=i hi{T)^' la decomposition en pro- 
duit de polynomes irreductibles et unitaires de G{b){T) dans ,^{b)[T]. On dit que 
le point b de B satisfait la condition {Dg) s'il existe des polynomes unitaires 
Hi, . . . , Hr a coefficients dans ffB,b i^ls que 

^) G' = n[=i^i dans ^b^T]; 
a) quel que soit i G ll,?"!, Hi[b) = 

Comme precedemment, on pent remarquer que nous n'avons utilise la condi- 
tion {Ig) dans |PoilO| . § 5.3 que pour demontrer {Dq) {cf. la discussion qui suit 
la definition 5.3.5) et que cette derniere condition suffit dans tons les raisonne- 
ments. Enongons maintenant les analogues du theoreme 5.3.8 de |PoilO| et de 
ses corollaires. Les demonstrations etant en tout point identiques, nous ne les 
reprendrons pas. 

Theoreme 3.6. — Soit b un point de B. Supposons que le point b verifie la 
condition {Dg) et possede un systeme fondamental de voisinages compacts qui 
satisfont la condition {Ng)- Alors le morphisme 




P 

"'^ ■ {ao, . . . ,ap-i) H- y^ai 

i=0 

est un isomorphisme de i^B,b-'n^odules. 

COROLLAIRE 3.7. — Supposons que tout point de B verifie la condition {Dg) 
et possede un systeme fondamental de voisinages compacts qui satisfont la condi- 
tion {Ng)- Alors, le morphisme 

^B ^*Gzg 
P 

(ao, . . . ,ap_i) 1-^ y^a» 

est un isomorphisme de 0'b -modules. En particulier, pour toute partie V de B, 
le morphisme naturel 

ffB{V)[T]/{G{T)) ^ ffzai^-HV)) 

est un isomorphisme. 

COROLLAIRE 3.8. — Supposons que tout point de B verifie la condition {Dg) 
et possede un systeme fondamental de voisinages compacts qui satisfont la condi- 
tion {Ng). Supposons que le faisceau Gb est coherent. Pour toute partie V de B, 
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notons ify : ip~^(V) V le morphisme deduit de par restriction et corestric- 
tion. Alors, pour toute partie V de B et tout faisceau coherent ^ sur f~^(V), 
le faisceau {^pv)*^ est coherent. 

4. Henselianite et condition {D) 

Nous nous interessons ici a des proprietes d'henselianite dans les espaces analy- 
tiques sur . Commengons par rappeler un resultat (c/. |PoilO| . coroUaire 2.5.2 ; 
I'hypothese d'uniformite sur I'anneau de Banach qui y figure est superfine, ce 
dont on se convainc a I'aide du lemme [L6]) . 

Theoreme 4.1. — Soient (Z, Gz) un espace analytique sur £/ et z un point 
de Z. L'anneau local Gz,z sst henselien. 

Une legere modification de la preuve conduit an resultat suivant. 

Theoreme 4.2. — Soit b un point de B = M{£^). Le corps residuel est 
un corps henselien. 

Demonstration. — Si le point b est archimedien, le corps est egal a R on C ; 
il est done henselien. 

Supposons maintenant que le point b est ultrametrique. II suffit de montrer 
que l'anneau de valuation ^(6)" est henselien. Soient P un polynome unitaire 
a coefficients dans et / un element de tel que \P{f){b)\ < 1 et 

\p'{fm\ = i. 

Considerons un voisinage compact V de h dans B sur lequel le polynome P 
se releve en un polynome a coefficients dans ^^{y) unitaire et I'element / se 
releve en un element de SSiV). Nous choisissons de tels releves et les notons 
identiquement. 

Notons M = WfWv et N = ||-P(/)||y. Quitte a restreindre V, nous pouvons 
supposer que < 1 et que P'{f) est inversible sur V. Notons m = \\P'(f)~^\\v. 

II existe un polynome Q[Ti,T2] a coefficients dans ^{V) tel que, pour tons u 
et V dans ^(V), on ait 

P{u + v) = P{u) + P'{u)v + v^Qiu, v). 

Notons C le maximum des normes des coefficients du polynome Q. 

II existe un element A de I'intervalle [0,1] tel que ||2||y < 2^. D' apres le 
theoreme d'Ostrowski, pour tout entier n, nous avons alors ||n||y < n^. Le 
lemme 1.3.2 de |PoilO| per met d'en deduire que 

yu,v £ ^{V),yceV, \{u + v){c)\ < 2^max(|'u(c)|,|z;(c)|). 
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Notons r le nombre de coefficients du polynome Q et d son degre total. L'inegalite 
precedente entraine 

Vn, V G ^{V),yc G V, \Q{u + v){c)\ < 2^^Cmax(l, \u{c)f, \v{c)f). 

Pour tout e > 0, quitte a retrecir le voisinage V, nous pouvons rendre les 
quantites M, m, C et 2^ inferieures a 1 + e. Au cours de cette operation, le 
nombre reel ne pent que diminuer. Fixons un nombre reel K dans I'intervalle 
]iV, 1[. Nous pouvons choisir le voisinage V de fagon que I'on ait Nm < 1 et 
iVm2 2^''Cmax(l,M'^) < K. 

Soit g un element de SSiV). Nous avons 

P{f + P{f)g) = P{f)P'{f) + 9 + 9'^^ Qif, P{f)9?j . 

Posons 

R{9)=9'^^Q{f,P{f)9). 
Si llffllv < rn, nous avons, pour tout point c de ^ 

\Ri9)ic)\ < b(c)piV?n2^'-Cmax(l,|/(c)|MP(/)(c)|'^|5(c)|'^) 

< \g{c)\Nm'^2^''Cmax{l,M'^,N'^m'^) 

< K\g{c)\ 

et, en particulier, 

\\R{g)\\v <K\\g\\v. 

En utilisant cette derniere inegalite et le fait que ^(V) est complet, on montre 
que la serie X^„>o (ou designe la puissance n'^^^ pour la 
composition) converge vers un element s de ^^{V). Get element verifie s — R{s) = 
-P'ify^ et done P{f + P{f)s) = 0. 

Calculous maintenant au point b qui, rappelons-le, est suppose ultrametrique. 
D'apres les inegalites qui precedent, nous avons |s(6)| = \P'{f)~^{b)\ = 1, d'oii 
\P{f)s{b)\ < 1 et |(/ + P{f)s){b)\ < 1. L'element h = f + P{f)s de ^{V) 
defini done un element de K(b)° qui coincide avec / modulo K(b)°° et annule le 
polynome P. □ 

COROLLAIRE 4.3. — Soient (Z, Gz) un espace analytique sur et z un point 
de Z . Le corps residuel k(z) est un corps henselien. 

COROLLAIRE 4.4. — Soient b un point de B = M{s^) et G{T) un polynome 
unitaire non constant d coefficients dans GB,b- Alors le point b satisfait la condi- 
tion {Dg)- 
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Demonstration. — Notons e I'exposant caracteristique du corps k(6). Ecrivons 
la decomposition de G(T) en facteurs irreductibles et unitaires dans k(6)[T] sous 
la forme 

r 

G{T) = l[GiiTr', 

i=l 

ou les Gi sont des polynomes unitaires et irreductibles et les Ui des entiers. 

Puisque I'anneau ffB,b est henselien, il existe des polynomes Hi, . . . ,Hr uni- 
taires a coefficients dans b tels que 



i) G(T) = l[Hi{T) dans ^B,fe[r] 



i=l 

ii) pour tout i, HiiT) = GiiT)""' dans k(6)[T]. 

Soit i E 11,?"]. II existe un polynome irreductible et separable gi a coefficients 
dans et un entier Oj tel que Gi{T) = gi{T'^'''). Puisque le corps k(6) est 
henselien, le polynome gi{T) est encore irreductible dans J^{b)[T] (citer Berko- 
vich ou Bourbaki). Par consequent, il existe un polynome hi[T) a coefficients 
dans .J^{b) et un entier > 1 tel que 5i(r<'"') = /ii(r)™' dans M'{b)[T]. 

Finalement, I'ecriture 

r 

G(r) = JJ/ii(rr^"' 

i=l 

est la decomposition en facteurs irreductibles du polynome G{T) dans M'{h)\T]. 
On en deduit le resultat voulu. □ 



5. Condition (iV) 

Solent d € N* et G € ■^/[r] un polynome unitaire de degre d. Nous noterons 

d d-l 

G = Y,9kT'' = T'' + Y,gkTK 

Dans cette section, nous avons regroupe differents resultats permettant d'as- 
surer que la condition (Ng) est satisfaite. Commencjons par enoncer un critere 
particulierement adapte a des espaces ultrametriques. 

Definition 5.1. — Soit n G N. Soit V une partie compacte et spectralement 
convexe de A^**" . On dit qu 'une partie fermee T de V est un bord analytique 
de V si elle verifie la condition suivante : 

V/G^(y), ||/||v = ||/||r. 

On appelle bord de Shilov de V le plus petit bord analytique, pour la relation 
d'inclusion, de V , s'il existe. 
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Proposition 5.2. — Soit U une partie compacte et spectralement convexe 
de B qui possede un hord analytique Tjj fini. Alors, il existe un nomhre reel v 
tel que, pour tout w > v, la semi-norme \\-\\u,w,res soit une norme uniforme 
sur ^{U)\T]/ {G{T)). Autrement dit, la partie U satisfait la condition (No). 

Notons ip : M.{^^{U)\T]/ {G{T))) U le morphisme de projection. Alors la 
partie 

ru,G= U v>~\i) 

est un hord analytique fini de i^{U)\T]/[G{T)). 

Demonstration. — Le corollaire 12.21 assure qu'il existe un nombre reel v tel que, 
pour tout w > la semi-norme || -11(7,10, res soit une norme sur SS{U)\r]/ {G{T)) 
et qu'elle soit equivalente a la norme ||.||;7,div Notons ||.||(7,oo la norme spectrale 
associee. C'est la norme uniforme sur 

{ X G A^^" I tt{x) £ U, G{x) = o} . 

Pour montrer que les deux normes sont equivalentes, il suffit de montrer qu'il 
existe une constante D G R telle que, pour tout element F de I^(U)[T]/{G{T)), 
nous avons 

||-^||;7,div < D ||-F||c/,oo- 
Soit 7 un point de Tu. Si le corps ^^(7) n'est pas trivialement value, 
les normes ||.||7,div et 11.117,00 sur le J^(7)-espace vectoriel de dimension finie 
J^(7)[T]/(G(T)) sont equivalentes. S'il est trivialement value, on demontre 
ce meme resultat par un calcul direct. Dans tons les cas, il existe un nombre 
reel D-y > tel que, pour tout element / de J^(7)[T]/(G(T)), on ait 



17,00 • 

Soit F un element de ^(U)[T]/{G{T)). Puisque le polynome G est unitaire 
et de degre p, I'element F possede un unique representant dans ^(JJ)[T] de la 
forme 

p-i 

Fo(^) = ^afc^^ 

k=0 

avec uq, . . . , ap-i G ^{U). Par definition, nous avons 

||-^||(7,div = max (||afc||oo)- 
0<fc<p-l 

II existe un indice j G [0,p — 1] et un point 6 de Tu tels que ||F||;7,div = 
Nous avons alors 

||-^||c7,div < Ds \\F{5)\\s,oo < max(L»^) \\F\\u,oo- 
Ceci demontre la premiere partie du resultat. 
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Remarquons maintenant que 

||i^||{/,oo < ||-^||{/,div = max(||F(7)||^,div) < max(i:'^) max(||F(7)||^,. 



d'ou Ton tire 



\u,oo < max(D^) max (|F(x)|). 



En ecrivant la meme inegalite pour F", avec n € N*, puis en prenant la ra- 
cine n'^™'^ et en faisant tendre n vers I'infini, on montre que 

\\F\\u,oo < max {\F{x)\). 

Par consequent, la partie Tjj^g est un bord analytique de ^{U)[T]/{G{T)). II 
est fini car les fibres du morphisme if sont finies. □ 

Introduisons maintenant des notations. Nous noterons -Bum la partie ultra- 
metrique de B, c'est-a-dire I'ensemble des points 6 de en lesquels la valeur 
absolue canonique sur le corps (6) est ultrametrique. Pour toute partie com- 
pacte V de -Bum et tons nombres reels r, s > 0, nous noterons ^{V){r < \T\ < s} 
I'algebre constituee des series a coefficients dans ^(V) de la forme 

iez 

tels que la famille (||ai||y max(r*, s*))j>o est sommable. La norme definie par 



= max(||ai||y max(r*,s*)). 

V,r,s,um 



en fait une algebre normee complete. 

Lemme 5.3. — Soit V une partie compacte et spectralement convexe de Bum 
qui possede un bord analytique fini. Soient r,s >0. Le morphisme 

induit un isomorphisme d'algebres normees 

m{y){r < \T\ < s} ^ m{Cy{r,s)). 

Demonstration. — On reprend le raisonnement de la preuve du lemme 5.6.3 
de IPoilOj . □ 

Proposition 5.4. — Soit V une partie compacte et spectralement convexe 
de Bum Qui possede un bord analytique fini. Soient r,s > 0. Alors, la cou- 
ronne Cy(r, s) possede un bord analytique fini. 
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Demonstration. — Soit Fy un bord analytique fini de V. Pour tout point 7 
de Ty, notons 7^ et 7^ les points r]r et ijs de la couronne C^{r, s). On deduit de 
la description explicite obtenue au lemme precedent que la partie finie 

U {7r,7s} 

est un bord analytique de la couronne Cy(r, s). □ 

A I'aide des propositions 15.21 et 16.11 (dont la preuve ne necessite que le resul- 
tat de la proposition 13.31 et que nous n'avons repoussee que pour des questions 
d'organisation du texte), nous en deduisons le resultat suivant. 

COROLLAIRE 5.5. — Soit V une partie compacte et spectralement convexe 
de Bum Qui possede un bord analytique fini. Soit P{T) € =e/[T] un polyndme 
dont le coefficient dominant est inversible. Soient r, s > 0. Alors, la partie 

Cv{P;r,s) = {xeXv\r<\P{T){x)\<s} 

possede un bord analytique fini. 

Avant d'aller plus loin, demontrons un resultat sur la topologie de X. 

Proposition 5.6. — Soient x un point de X et U un voisinage de x. Alors, 
il existe un voisinage V de b = 7r(a;) dans B, un polyndme P{T) G -^[P] 
a coefficient dominant inversible et deux nombres reels r,s > verifiant 
r -< |P(T)(a;)| < s tels que 

{y^Xv\r<\P{T){y)\<s]ciU 

et 

7:{{y(^Xv\r<\P{T){y)\<s]) = V. 

Demonstration. — Nous pouvons supposer que U est ouvert. II existe un poly- 
ndme P{T) € M'{b)\T] et deux nombres reels r, s > tels que r -< \P[T)[x)\ < s 
et 

{yeXh\r<\P{T){y)\<s}cUnXh. 

Les coefficients de P{T) sont limites de quotients d'elements de £/ dont les 
denominateurs ne s'annulent pas en b. Nous pouvons done supposer que P{T) est 
a coefficients dans I'anneau total des fractions de £/. Nous pouvons egalement 
supposer que son coefficient dominant ne s'annule pas en b. Soit q € £/ un 
denominateur commun a tous les coefficients de P{T). Puisqu'il ne s'annule pas 
en b, nous avons 

{yeXb\r< \P{T){y)\ <s} = {yeXk\ \q{b)\r < \qP{T){y)\ < \q{b)\s}. 
Par consequent, nous pouvons supposer que P{T) est a coefficients dans 
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D'apres |PoilO| . corollaire 1.1.12, la partie 

K={yeX\r<\P{T){y)\<s} 

est un voisinage compact du point x dans X. Par consequent, K \ U est une 
partie compacte de X. Sa projection est une partie compacte de B qui evite le 
point h. On obtient le resultat annonce en prenant pour V un voisinage de h dans 
B\tt{K\U). □ 

Corollaire 5.7. — Pour tout n G N, le morphisme de projection 

Xn = A J° ^ M{^) = B 

est ouvert. 

Corollaire 5.8. — Soit V une partie contenue dans I'interieur de Bum dont 
tout point possede un systeme fondamental de voisinages compacts, spectralement 
convexes et a bord analytique fini. Alors la meme propriete vaut pour les points 
de (A^^°)y. 

En particulier, pour tout point x de {PJ^'^)y et tout polyndme unitaire G a 
coefficients dans 6x,x, H existe un systeme fondamental de voisinages compacts 
de X sur lesquels G est defini et qui satisfont la condition (Ng)- 

Demonstration. — En procedant par recurrence, on se ramene a demontrer le cas 
ou n = 1. C'est alors une consequence de la proposition 15.61 et du corollaire 15.51 

□ 

Interessons-nous maintenant a une autre condition impliquant (No)- Rappe- 
lons la condition (Rg) que nous avons introduite a la definition 5.2.5 de |PoilO| . 

Definition 5.9. — Soit U une partie compacte de B. On dit que U satisfait 
la condition (Rg) si elle est spectralement convexe et s'il existe une partie Tu 
de U verifiant les proprietes suivantes : 

i) tout element de ^(U) atteint son maximum sur Tjj ; 

a) la fonction Res{G,G') est bornee inferieurement surTjj par un nombre reel 
mu > 0. 

Enongons a present un lemme classique. 

Lemme 5.10. — Notons G{T) = T<^ + Yl~Q9kT^- Pour tout point b de B et 
toute racine a de G{b){T) dans une cloture algebrique de M'{b), nous avons 

\a\ < max (l + ^ bfcWl)- 

0<k<d~l 

Proposition 5.11. — Toute partie compacte et spectralement convexe de B 
qui verifie la condition (Rg) verifie aussi la condition (Ng)- 
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Demonstration. — Soit U une partie compacte et spectralement convexe 
de B qui verifie la condition (Rg)- Considerons le nombre reel v dont 
il est question dans le theoreme 12.11 applique a B = SS{U). Posons v' = 
max(i', 1, ^Q^^,^^_-i^ llfffcll)) avec les notations du lemme precedent. On reprend 
alors la preuve de la proposition 5.2.7 de |PoilO| . (Cette derniere preuve ou Ton 
prend v' = max(u,maxo<fc<(i„i(||5'fc||^/^'^~'^^)) n'est en fait correcte que lorsque 
la partie U est contenue dans -Bum-) 

En deux mots, il faut montrer que la norme d'un polynome F calculee en 
prenant le maximum des normes des coefficients de son reste R dans la division 
euclidienne par G est majoree, a une constante multiplicative pres, par sa norme 
sur le ferme de Zariski Zq defini par I'equation G = 0. II est possible d'exprimer le 
reste R en fonction de ses valeurs aux points de Zq, et d'en deduire la majoration 
souhaitee, pour peu que Ton connaisse ses valeurs en suffisamment de points. 
C'est ce qu'assure la condition (Rg), en demandant que les points de Zq soient 
simples. □ 

Dans la section [Tj nous utiliserons la condition (Ng) au-dessus d'une partie 
de X = AX et pour un polynome G de la forme P{S) — T, ou T designe la 
variable sur A.^^. Nous allons done maintenant concentrer nos efforts sur cette 
situation. Soient d € N* et P{S) un polynome unitaire de degre d a coefficients 
dans £/. 

Proposition 5.12. — Soient b un point de B. Soit Qq un polynome irreduc- 
tihle et unitaire de degre d > 1 a coefficients dans Jff{b). II existe des nomhres 
reels strictement positifs r et r] verifiant la propriete suivante : pour tout nombre 
reel t G ]0,r], pour tout polynome Q a coefficients dans J^{b) et de degre d tel 
que \\Q — Qolloo ^ ^; disque Di,{t) satisfait la condition (A'^Q^g).^). 

Demonstration. — Nous allons distinguer deux cas. Supposons tout d'abord que 
le point b est ultrametrique. Dans ce cas, pour tout t > 0, le disque Dh{t) a un 
bord de Shilov reduit a un point et la condition {NQ(^g-^_rp) est done verifiee pour 
tout polynome unitaire Q a coefficients dans Jif{b). 

Supposons maintenant que le point b est archimedien. Dans ce cas, le po- 
lynome Pq est separable. Par consequent, le polynome R{T) = Ress'(Po('S') — 
T,Pq{S)) G r^{b)[T] ne s'annule pas en 0. II existe done un nombre reel r > 
tel que R{T) soit minore par |i?(0)|/2 en tout point du disque Di,{r). Par 
consequent, il existe un nombre reel > tel que, pour tout polynome Q a 
coefficients dans et de degre d tel que HQ — PqHoo ^ "^j le polynome 

Yless{Q{S) — T,Q'{S)) soit minore par |ii(0)|/4 sur Dh{r). Sous ces conditions, 
le disque Df,{r) satisfait la condition {Rq(^s'j_t) et done (-/Vq(5)_2-). □ 
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Lemme 5.13. — Soit b un point de B. Soit Q un polynome unitaire d coeffi- 
cients dans ^B.b- 

Soient s,s' G R tels que < s' < s. II existe si,S2 £ R- verifiant s' < 
si < S2 < s et un voisinage V de b dans B sur lequel les coefficients de Q sont 
definis tels que, pour tout v G [si,S2] st tout voisinage compact et spectralement 
convexe U deb dans V , la lemniscate Du{Q\ v) satisfasse la condition {Rp(s)-t) 
et done (iVp(5)„Qr)- 

Soient r,r',s,s' € R tels que < r < r' < s' < s. II existe ri,r2,si,S2 £ R 
verifiant r < r2 < ri < r' et s' < si < S2 < s et un voisinage V de b dans B 
sur lequel les coefficients de Q sont definis tels que, pour tout u G [^2,^1], tout 
V G [si,S2] et tout voisinage compact et spectralement convexe U de b dans V, 
la lemniscate Cu{Q;u,v) satisfasse la condition {Rp[s)-t) done {Np(^g-j_x)- 

Demonstration. — Nous ne traiterons que le premier cas, le second se demon- 
trant par les memes methodes. Quitte a remplacer £/ par S^{W) ou W designe 
un voisinage compact et rationnel de 6, nous pouvons supposer que Q est a 
coefficients dans . 

Considerons le polynome R{T) = Iiess{P{S) — T,P'{S)) G ^/[T]. Remar- 
quons qu'il ne pent s'annuler en aucun point x de A\^"^^ ou T{x) est transcen- 
dant sur ,J^(b). Puisque R(J))[T] n'est pas nul, il existe si,S2 G R qui verifient 
les inegalites de I'enonce et tels que R(b){T) ne s'annule pas sur le compact 
Cb{Q', si, 82)- II existe done un voisinage F de 6 tel que R{T) ne s'annule pas sur 

CviQ]Si,S2). 

Soit U un voisinage compact et spectralement convexe de b dans V. Pour 
tout V G [si,S2], la lemniscate Du{Q;v) possede un bord analytique contenu 
dans Cu{Q\ si, 82)- Par consequent, la lemniscate Du{Q;v) satisfait la condi- 
tion {Rp(s)-t)- □ 

Proposition 5.14. — Tout point de X = A]^^ (avec variable T) possede 
un systeme fondamental de voisinages compacts et spectralement convexes qui 
satisfont la condition {Rp[s)-t) done {Np(^s^_j')- 

Demonstration. — Soient b un point de B, x un point de Xf, et U un voisinage 
ouvert de x dans X. D'apres la proposition 15. 6| il existe un voisinage compact V 
de b dans B, un polynome unitaire Q{T) a coefficients dans ^B,b et deux nombres 
reels r et s verifiant < r < s tels que r -< \Q{x)\ < s et CviQ'jfjs) C U. Le 
resultat decoule alors du lemme qui precede. □ 
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6. Endomorphismes de la droite 

Soient d € N* et P un polynome de degre d a coefficients dans ^ dont le 
coefficient dominant est inversible. Le morpliisme naturel 

s^[T] s^[T, S]/{P{S) -T) ^ £/[S], 

qui envoie T sur P{S), induit un morpliisme continu (p de la droite X dans 
elle-meme. 

Nous pouvons appliquer dans ce contexte certains des resultats de la partie 
precedente. Introduisons auparavant quelques notations. Pour toute partie W 
de B et tons nombres reels r et s, definissons 

Dw{P;s) = {xeXw\\P{T){x)\<s} 

et 

Cw(.P;r,s) = {x e Xw \ r < \P{T){x)\ < s} . 
Expliquons maintenant comment obtenir un analogue de la proposition 13.31 
Proposition 6.1. — Soit U une partie compacte de X (avec variable T) 
qui satisfait la condition (-/Vp(5)„2^). Les normes \\.\\u,div, \\-\\u,res ||.||oo sur 
IM(U)[S]/{P{S) — T) sont alors equivalentes et nous disposons d'un isomor- 
phisme admissible 

^{U)[S]/iP{S) - T) ^ ^{^-\U)). 

En particulier, pour tous r,s > et toute partie compacte et spectralement 
convexe W de X tels que Cw{f-,s) satisfait la condition {Np(^g-^_rp), nous avons 
un isomorphisme admissible 

m{Cw{r,s))[S]/{P{S) -T) =^ .^^{Cw{P;r,s)). 

Demonstration. — Notons Z le ferme de Zariski de la droite (avec variable S) 
au-dessus de U (avec variable T) defini par P{S) = T. D'apres la proposition |321 
nous avons un isomorphisme admissible ^{U)[S]/{P{S) —T) — > £i§{Z). 

Notons ITS '■ ^'^^ ~^ morphisme de projection sur la variable S. 

Nous avons egalement un isomorphisme admissible £i^{TTs{Z))[T]/{T — P{S)) — > 
^{Z) (ce que Ton demontre soit directement, soit en invoquant de nouveau 
la proposition 13.31 et la remarque 13. 2p . On conclut en remarquant que I'on a 
egalement un isomorphisme admissible ^{'Trs{Z)) ~ ^{tts{Z))[T]/(T — P{S)) 
et que tts{Z) n'est autre que ip~^{U). □ 

COROLLAIRE 6.2. — Pour tout s > et toute partie compacte et spectrale- 
ment convexe W de B tels que D]y{s) satisfait la condition {Np(^s)-t)j I'm- 
neau ,'3^{W)[S] est dense dans SS{D\y{P] s)) pour la norme uniforme. 
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Pour tous r, s G R verifiant < r < s et toute partie compacte et spec- 
tralement convexe W de B tels que Cw{t,s) satisfait la condition {Np(^g-^_rp), 
I'anneau ^(W)[S, P{S)~^] est dense dans i^{Cw{P]r, s)) pour la norme uni- 
forme. 

Nous pouvons maintenant reprendre les resultats de la fin de la section |3] mu- 
tatis mutandis. Remarquons que, d'apres le corollaire 14.41 et la proposition 15.141 
tout point de X satisfait la condition (L^p^^-j.^^) et possede un systeme fonda- 
mental de voisinages compacts qui satisfont la condition iNp(^g-^_rp). 

Theoreme 6.3. — Le morphisme 

d 

(ao, . . . ,ad_i) ^ ^"-iT^ 

i=0 

est un isomorphisme de 0'x -modules. 

En particulier, pour toute partie U de X , le morphisme naturel 

e^x{U)[S]/{P{S) -T)^ ^x{v~\U)) 

est un isomorphisme. 

Enongons un cas particulier dont nous nous servirons par la suite. 

Corollaire 6.4. — Soit W une partie de B. Soient r, s > 0. Le morphisme 
naturel 

ffx{Cw{r.s))[S]/{P{S)-T) ^ i^x{Cw{P\r,s)) 

est un isomorphisme. 

Remarquons que le resultat du theoreme s'etend en dimension superieure. 

Corollaire 6.5. — Soit n e N*. Pour tout m G soit Pm G 

£^[Ti, . . . ,Tm] un polyndme qui, vu comme polyndme en la variable n'est pas 
constant et possede un coefficient dominant inversihle. Considerons I'endomor- 
phisme de £/[Ti, . . . ,r„] qui, pour tout m S |1, TiJ; envoie Trn sur Pm.. Notons 
ip : — > A^^'^ le morphisme entre espaces analytiques associe. 
Alors, pour toute partie U de A^^"^, le morphisme naturel 

^A"f^{u)[Si, . . . ,5„]/(Pi(5i)-ri, . . .,Pn{Su . . . ,5„)-r„) ^ ^A"i-<^~\u)) 

m Bi 

est un isomorphisme. 

Remarque 6.6. — En se plagant au voisinage d'un point de A^^'^, on pourrait 
relaclier les conditions sur les polynomes P^. 
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7. Theoreme de Weierstrass local 

Ainsi que nous I'avons explique dans I'introduction, I'objectif principal de ce 
texte est de demontrer un theoreme de division Weierstrafi donnant acces a la 
structure des anneaux locaux des espaces de Berkovicli afHnes. En geometrie 
analytique complexe, ou ce theoreme est connu depuis longtemps et joue un role 
majeur, tons les points sont definis sur C et Ton se ramene par translation, a trai- 
ter le cas du point 0. Dans |PoilO| . nous nous sommes deja interesse a I'analogue 
de cette situation et avons demontre un theoreme de division de Weierstrafi au 
voisinage du point d'une fibre Xf,, avec b (z B {cf. theoreme 2.2.3). Cependant 
les fibres Xf, contiennent en general bien d'autres types de points pour lesquels 
il serait utile de disposer d'un tel theoreme. 

Definition 7.1. — Soit b un point de B. Soit n € N. Un point x de A"^^"^ 
(avec variables Ti, . . . ,Tn) au-dessus de b est dit rigide si M'{x) est une exten- 
sion finie de rJ^(b) , autrement dit, si Ti (x) , . . . , T„, (x) sont algebriques sur rJ^(b) . 

Un point x de A^^^ au-dessus de b est dit rigide epais si k{x) est une exten- 
sion finie de autrement dit, si Ti{x),... ,Tn{x) sont algebriques sur K,{b). 
Un point rigide qui n'est pas epais est appele point rigide maigre. 

Definition 7.2. — Soient b un point de B et x un point rigide de Xj,. II 
existe un unique polynome irreductible et unitaire P{T) G ^(6)[r] qui s'annule 
au point x. Nous I'appellerons polynome minimal du point x. 

Remarquons que x est un point rigide epais si, et seulement si, P{T) € K,{b)[r]. 

Le theoreme qui suit est un theoreme de division de Weierstrafi au voisinage 
d'un point rigide x quelconque d'une fibre X;,, avec b £ B. Lorsque le point x 
est epais, les coefficients de son polynome minimal P sont definis au voisinage 
de b et I'on pent utiliser les resultats des sections precedentes pour etudier le 
morphisme defini par P d'un voisinage de Xi, dans lui-meme. Lorsque le point x 
est maigre, en revanche, son polynome minimal P n'est defini que sur J^{b) et il 
nous faudra utiliser des polynomes auxiliaires proches de P mais qui s'etendent 
au voisinage de b. 

Theoreme 7.3 (de division de Weierstrass) 

Soient b un point de B. Soit P{S) € r^{b)[S] un polynome irreductible et 
unitaire. Notons x le point rigide de la fibre Xi, defini par I'equation P = 0. 
Soit G un element de I'anneau local Gx,x- Supposons que son image dans ^Xi,,x 
n'est pas nulle et notons n sa valuation P-adique. 

Alors, pour tout F € Gx.x, existe un unique couple {Q,R) € (^x,x)^ que 
i) R & ^B,b[S] est un polynome de degre strictement inferieur d nd ; 
ii) F = QG + R. 
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Demonstration. — Soit F € ^x,x- 

D'apres la proposition I5.12[ il existe des nombres reels strictement positifs r 
et r] verifiant la propriete suivante : pour tout nombre reel t G ]0, r], pour tout 
polynome Q a coefficients dans J^{h) et de degre d tel que ||Q — -P||oo ^ ''?) le 
disque Di)[t) satisfait la condition {NQ^g^_rp). 

Quitte a diminuer r, nous pouvons supposer qu'il existe un voisinage U de 
Xh n {|P| < r} dans X tels que F et G soient ^^^-definis sur U. II existe un 
element H de ^Xi„x tel que G = P^H et H{x) ^ 0. Quitte a diminuer encore r, 
nous pouvons supposer que H est ^^-definie sur X{, H {|P| < r} dans X;, et 
inversible sur Xj, D {\P\ < r}. 

Fixons un nombre reel s G ]0, r[. II existe oq, . . . , a^-i S J^{b) tels que 

d-l 

P{S) = S'^ + ^aiS\ 

i=0 

Soit e € ]0, 77]. Nous imposerons plus tard d'autres conditions (qui ne dependront 
que de s et des coefficients de P) sur cet element. Soit Pe{S) un polynome unitaire 
de degre d a coefficients dans i?B,b tel que 

\\Psib)-P\\oc<£. 

Quitte a reduire e, nous pouvons supposer que X^ fl {\Pe\ < r} est un voisinage 
du point X dans Xi, nU et que H est ^t_fiefinie sur Xi, n {\Pe\ < r} dans X;, et 
inversible sur X^ {\Pe\ < r}. Un argument de compacite montre qu'il existe un 
voisinage compact y de 6 dans B tel que Xy H < r} soit contenu dans U. 
Quitte a restreindre V, nous pouvons supposer que Pe{S) € =^(y)[S']. 

Considerons I'anneau de Banacli A = ,'^{V){\T\ < r). D'apres le tlieoreme 12.11 
et le corollaire 12. 2| il existe un nombre reel f > tel que, pour toute ^-algebre 
de Banacli A' telle que le morpliisme structural A ^ A' diminue les normes, la 
semi-norme ||.||i.,res definie sur le quotient A'[S]/{Ps{S) —T) soit une norme. En 
outre, d'apres le corollaire 12. 3| il existe une constante C > tel que pour toute 
telle algebre A' et tout element F de A'\S]/ {Pe{S) — T), nous ayons 

-^11?), res ^ ||-^||div ^ C ||-^||i;,res' 

Nous sous-entendrons desormais I'indice v. 

Par choix de e, le disque Df,(r) satisfait la condition {Np(^g^_x)- II existe done 
une constante D > tel que, pour tout element / de ^{Di,{r))[S]/{Ps{S) — T), 
on ait 



ll/llre. <I)||/|U,n{|P,|<.}. 
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Par consequent, d'apres la proposition [T21 pour tout element / de M'{b)(\T\ < 
s)[S]/{Pe{S) — T), nous avons 



s 

fe.res < ^^||/||Xf,n{IP.I<4- 



D'apres le corollaire 16. 2| la fonction H est approchable uniformement sur 
Xi, n {\Pe\ < r} par une fonction definie au voisinage de Xi, H {\Pe\ < r}. Quitte 
a restreindre V, nous pouvons done supposer qu'il existe une fonction K dans 
^xiXy n {\Pe\ < r}), inversible, telle que 

\\K~Hb)G{b) - P"|U,n{|P|<r}) < I - l) s^. 

D'apres le corollaire 16. 4| il existe un voisinage compact W deb dans V tels que 
les germes des fonctions F, G et K au voisinage de x possedent des representants 
dans ^{W){\T\ < s)[S]/{Pe{S) - T). 

Tout element ip de ^{W){\T\ < s)[S]/{Pe{S) - T) pent s'ecrire de fagon 
unique 

d-l 

if = Y,{a,{^)T^ + fii{^))S\ 

1=0 

Posons 

d-l d-l 

a{^) = Y^a,{ip)S' et /3((^) = Y.fii{v)S\ 

i=0 i=Q 

Remarquons que est un polynome en S de degre inferieur a nd — 1. Nous 

avons alors 



Remarquons que 



d'ou I'on tire 



\ai^)\\w,div < llv'llvF.div, 



||"(V')||iy,res < C S " ||y'||l4^,res- 

Considerons, a present, I'endomorpliisme 

^. ^{W){\T\<s)[S]/{P,{S)-T) ^ ^{W){\T\<s)[S]/{Pe{S)-T) 
Quel que soit >p G ^{W){\T\ < s)[S]/{PeiS) - T), nous avons 

\\A{ip) - ip\\w,res = \\a{ip){K~^G -T'^)\\w,ves 

< ||a((/9)||vK,res Iji^'^G - P^\\w,ves 



< Cs"^ \\K-^G - P" 



\W,res WWw, 



res ■ 
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Or 



\K~Hb)G{b) - P^b,res < 



< 



D\\K~\b)G{b) - P^'l 



Xtn{\P\<s} 



et 



\P^ - Peitrhres < \\P - Pe 



< 
< 

< 



b,res 



b,div 




n-1 

^=0 6, res 

nmax(||P||fe.i.es, ||i^e 



b,res J 



\n-l 



6,div max(||P||b,div, II 
d-l 

s'' + ^{\ai\+e)s' 

i=0 



p. 



\n~l 



n-1 



Quitte a diminuer e, nous pouvons done supposer que 

\\K-\b)G{b) - P,ibr\\h,res 

puis, quitte a restreindre le voisinage W de b, que 



k-^g-p: 



< c 



£ i|Ty,res 

Sous ces conditions, Tendomorphisme ^ = Id + — Id) est inversible. Nous 
en deduisons le resultat voulu. □ 

Remarque 7.4. — Nous avons deja enonce, dans |PoilOj . un resultat de divi- 
sion de Weierstrafi partiel au voisinage des points rigides epais, sous certaines 
conditions (c/. tlieoreme 5.4.4). La demonstration en est mallieureusement in- 
correcte. Le tlieoreme propose ici est, de toute fagon, plus general. 

Enongons maintenant un corollaire tres utile. 
COROLLAIRE 7.5. — Soient b un point de B et x un point de Xi, qui ne soit 
pas un point rigide epais. Soit f un element de Gx,x tel que f{x) = 0. Alors f 
est nul dans f^Xi,.x- 

Demonstration. — Supposons que x soit un point de type 2, 3, 4 ou de type 1 
non rigide. Dans ce cas, I'anneau local est un corps et le resultat est 

immediat. 

II nous reste a traiter le cas ou x est un point rigide maigre. Soit P{S) € 
J^(J))[S] le polynome minimal unitaire de x. Notons d son degre. Supposons, 
par I'absurde, que / n'est pas nul dans ^Xt,x- Notons n sa valuation P-adique 
dans ^Xi„x- Appliquons le tlieoreme 17.31 avec F = S"''^ et G = f. II assure qu'il 
existe un polynome R a coefficients dans ^B,b et de degre strictement inferieur 
a nd tel que F = Qf + R. En particulier, le polynome non nul F — R s'annule 
en X. On en deduit que le point x est epais, ce qui contredit I'liypotliese. □ 
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Une fois le theoreme de division de Weierstrafi demontre, nous pouvons en de- 
duire, par un raisonnement classique, le theoreme de preparation de Weierstrafi. 
Remarquons qu'il ne vaut que pour les points rigides epais. 

Theoreme 7.6 (de preparation de Weierstrass) 

Soient b un point de B. Soit P{S) € K{b)[S] un polyndme unitaire de degre d 
dont I'image dans J^{b)[S] est irreductible. Notons x le point rigide de la fibre Xf, 
defini par I'equation P = 0. Soit G un element de I'anneau local &x,x- Supposons 
que son image dans ^Xi„x n'est pas nulle et notons n sa valuation P-adique. 

Alors il existe un unique couple {0,,E) £ {^x,x)'^ tsl que : 

i) n £ ffB,b[S] est un polyndme unitaire de degre nd verifiant Q(b){S) = P{S)" 

dans J^{b)[S]; 
ii) E est inversible dans Gx,x 
lii) G = VLE. 

Demonstration. — Supposons qu'un tel couple (O, E) existe et ecrivons Vt = 
+ R, ou R{S) € ^B,b[S] est un polynome de degre strictement inferieur a nd. 
Nous avons alors P" = E^^G — R dans ffx,x et le theoreme de division de 
Weierstrafi assure I'unicite des elements E et R, et done il.. 

Pour demontrer I'existence, appliquons le theoreme de division de Weierstrafi 
a P" et G. On en deduit qu'il existe des elements Q de ffx,x et R de ffB,b[S], 
R etant de degre strictement inferieur a nd, tels que P" = QG + R. On verifie 
que Q est inversible dans ffx,x et que les elements E = et $7 = P" — R 
conviennent. □ 



8. Premieres proprietes des anneaux locaux 



Dans cette partie, nous revenons a notre objectif initial : I'etude des anneaux 
locaux des espaces affines analytiques sur Z et les anneaux d'entiers de corps de 
nombres. Nous demontrons ici qu'ils sont noetheriens et reguliers. Les preuves 
que nous proposons valent en fait pour les anneaux locaux des espaces A^*^", 
ou ^ appartient a une classe d'anneaux de Banach plus generale, qui contient 
notamment les corps values complets (archimediens ou non) et les anneaux de 
valuation discrete. 

Bien entendu, ces resultats sont deja connus pour les espaces de Berkovich sur 
un corps value ultrametrique complet (c/. |Ber93| . theoremes 2.1.4 et 2.2.1). Le 
cas d'un point rationnel se demontre par des methodes classiques de geometrie 
rigide (c/. |BGR84] . proposition 7.3.2/7), qui reposent in fine sur un theoreme 
de division de Weierstrafi global : il vaut pour les algebres de Tate, qui sont des 
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algebres de fonctions sur des disques de rayon strictement positif, et se demontre 
par des arguments de reduction (c/. |BGR84] . theoreme 5.2.1/2). Pour traiter 
le cas d'un point x quelconque, V. Berkovich effectue le changement de base 
k — 7> operation qui rend le point x rationnel. Un resultat de L. Gruson 

(c/. |Gru66| ) montre que ce changement de base est fidelement plat et permet de 
conclure. II semble difficile d'adapter ces arguments pour les espaces de Berkovich 
globaux (en particulier le dernier, puisque le changement de base — )> (x) 
n'est pas plat en general). C'est pourquoi nous avons choisi de mettre en oeuvre 
une methode purement locale, basee sur les theoremes de Weierstrafi demontres 
a la section precedente. Notre methode presente, de surcroit, I'avantage d'unifier 
les approches complexe et p-adique. 

Nous demontrerons les resultats de noetherianite et regularite annonces en 
supposant que les anneaux locaux de I'espace de base B sont assez simples. 
Precisons. 

Definition 8.1. — Soit C une partie compacte de B. Soit ^ un systeme 
fondamental de voisinages compacts et spectralement convexes de C . On dit qu'un 
ideal I de ^{C)^ est ^-fortement de type fini relativement a s'il existe 
des elements fi,...,fp de I SS-definis sur tons les elements de ^ verifiant la 
propriete suivante : pour tout voisinage compact V de C , il existe une famille de 
nombres reels strictement positifs {Kuy)u(zd^ telle que, pour tout element f de I 

o 

^-defini sur V et tout element U de ^ contenu dans V , il existe des elements 
ai, . . . , Op de SS{U) tels que 

f = ai/i H \- CLpfp dans SS{U) ; 

Mi G \\ai\\u < KuyWfWv- 

Une famille (/i,...,/p) verifiant les proprietes precedentes est appelee SS- 
systeme de generateurs fort de I'ideal I relativement a On dit egalement 
qu'elle engendre .'^ -fortement I'ideal I relativement a ^ . 

Definition 8.2. — Soit C une partie de B. Nous dirons qu'un systeme fon- 
damental de voisinages de C est fin s 'il contient un systeme fondamental de 
voisinages de tous ses elements. 

Definition 8.3. — Soit h un point de B. Nous dirons qu'un anneau local 
noetherien ^Bfi de dimension n est fortement regulier s'il existe des elements 
de mb et un systeme fondamental fin ^ de voisinages compacts et 
spectralement convexes de b dans B tels que la famille (/i, . . . , /„) engendre c'^- 
fortement I'ideal maximal mb relativement a 

Sous ces conditions, nous dirons que I' anneau local ^B,b esi un corps fort 
(resp. un anneau fortement de valuation discrete) si n = (resp. n= 1). 
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Remarque 8.4. — Un corps fort est un corps et la condition supplementaire 
que nous imposons s'apparente au principe du prolongement analytique. Re- 
marquons que si B est localement connexe et si le principe du prolongement 
analytique y vaut, alors tout corps ^B,b est un corps fort. 

Un anneau fortement de valuation discrete est un anneau de valuation dis- 
crete et la condition supplementaire est I'analogue de la condition (U) intro- 
duite dans |PoilO| . definition 2.2.9. Remarquons que si la condition est verifiee 
pour une uniformisante, alors elle I'est pour toutes. Indiquons que cette condi- 
tion nous semble naturelle a imposer dans un cadre analytique : elle permet, par 
exemple, de montrer qu'une serie dont tons les coefficients sont multiples d'une 
uniformisante vr est elle-meme multiple de vr. 

Remarque 8.5. — Dans la suite, nous allons nous interesser aux points 
de A^^^ au-dessus de points de B en lesquels I'anneau local ffB,b est un anneau 
local noetherien fortement regulier de dimension inferieure a 1, c'est-a-dire un 
corps fort ou un anneau fortement de valuation discrete. Signalons quelques 
exemples importants d'anneaux de Banach (j?/, ||.||) dont tons les points du 
spectre B = A4(£/) verifient cette propriete et ou nos resultats valent done 
inconditionnellement : 

i) un corps k muni d'une valeur absolue (archimedienne ou non) pour laquelle 
il est complet ; 

ii) un corps k muni de la norme max(|.|o, |.|), ou |.| est une valeur absolue sur k 
{cf. |BiF09l) ; 

in) un anneau de valuation discrete muni d'une norme associee a la valuation; 

iv) un anneau d'entiers de corps de nombres A muni de la norme max^ ( | (j ( . ) j ) , 
ou a decrit I'ensemble des plongements complexes de K = Frac(A) 
(c/. |PoilO| . § 3.1), par exemple I'anneau Z muni de la valeur absolue 
usuelle |.|oo. 

Dans un premier temps, nous allons etudier la propriete de generation forte et 
montrer qu'elle passe des anneaux locaux de B = A4{£/) a ceux de X = A.^^^. 
Nous commencerons par quelques resultats sur les fonctions definies au voisinage 
de couronnes. 

Proposition 8.6. — Soientb un point de B ef^ un systeme fondamental fin 
de voisinages compacts et spectralement convexes de b. Supposons que I'ideal xrib 
de i?B,b possede un ^-systeme de generateurs forts (/i, . . . , fp) relativement d 

Soient r et s deux nombres reels verifiant 0<r<sets>0. Notons y 
I'ensemble des couronnes compactes de la forme Cu{u,v), avec U ^ ^ < 
u r < s < V. C'est un systeme fondamental fin de voisinages compacts et spec- 
tralement convexes de Ch{r,s) et la famille (/i,...,/p) engendre -fortement 
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relativement a Y I'ideal I de 3S{C},{r, s))^ forme des elements qui s'annulent sur 
Cbir,s). En outre, si n = 1 et si nm>o"^™ = (0)' '^^^'"•^ nm>o = (0)- 

Demonstration. — Soient V un voisinage compact de Cb(r, s), / un element 

o 

de I ^-defini sur V et Cu{u, v) un element de contenu dans V. L'interieur du 
voisinage V contient une partie de la forme Cuo{uo,vq), ou Uq est un voisinage 
compact et spectralement convexe de U dans B et < uq ~< u < v < vq. D'apres 
la proposition II. 3| nous pouvons ecrire / sous la forme Xlfcez'^fc^'^' (flfc)fcGZ 
est une famille d'elements de J^{Uo) telle que la famille (||afc||c/o iiiax(MQ, i'o))fceZ 
est sommable. 

o 

Puisque est fin, nous pouvons choisir un element Ui de tel que Uq D 

o 

Ui D Ui D U. Puisque / est un element de /, pour tout k (z Z, ak s'annule en b. 
Par consequent, il existe des elements oi^fe, . . . , Op^k de S^{Ui) tels que 

j Ofc = + • • • ap,fc/p dans S§{Ui) ; 

\yi e ||ai,fc||c/i < Ku^^UoWakWuo- 

Par consequent, pour tout i G la famille max(?XQ, UQ))fc£z est 

sommable et la serie Ai = 'Ylik&z '^i,k definit done un element de S^[Cu{u, v)). 
De plus, nous avons 

p 

f = Y, Ah dans ^(Cu{u,v)) 



i=l 



et, pour tout i € [l,]?!. 



\A\\cu(u,v) ^ Ku,,Uo^\\ak\\ur^ax{u^,v^] 

fcez 

- ^Ui,Uo — + 



U — Uq Vq — V J ^'''^^ 

< i^„.,„7^ + -!?^) 11/11,, 

\U-Uq Vq-vJ 

d'apres la proposition 11.21 

Supposons maintenant que p = 1 et r\m.>o^T ~ i^)- ^i / ^ nm>o-^™' ^-loi'Sj 
pour tout fc S Z, ttfc € nm>o (/!")' d'oii nous deduisons que / = 0. □ 

COROLLAIRE 8.7. — Soient b un point de B et Uq un voisinage compact de b. 
Soient P un polynome unitaire a coefficients dans ^(Uq) et r et s deux nomhres 
reels verifiant 0<r<sets>0. Soit ^ un systeme fondamental fin de 
voisinages compacts et spectralement convexes de b dans Uq et u, v deux nombres 
reels tels que 0<u~<r<s<v. Supposons que, pour tout element U de 
et pour tous u' , v' verifiant u ~< u' < r et s < v' < v, la couronne Cu{u',v') 
satisfait la condition {Np(^g^__'2^). Notons Y I'ensemble des couronnes compactes 
de la forme Cu{P\ u' , v'), avec U € , u ~< u' ~< r et s < v' < v. 
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Supposons que I'ideal xrib possede un -S^-systeme de generateurs forts 
(/i, . . . , fp) relativement a Alors la famille (/i, . . . , fp) est un S^-systeme de 
generateurs fort relativement a Y pour I'ideal I de I^{Ci,{P;r, s))^ forme des 
elements qui s 'annulent sur Ciy{P; r, s) . En outre, si p = 1 et si nm>o ^™ ~ (^)> 
alorsf]m>ol"' = i0). 

Demonstration. — On utilise le corollaire precedent et Tisomorphisme admis- 
sible demontre a la proposition 16.11 □ 

Introduisons encore un peu de vocabulaire. 

Definition 8.8. — Soit b un point de B. Soit x un point de X^- Nous di- 
rons que le point x est transcendant si I'extension J^{x)/J^{b) est transcen- 
dante. Nous dirons que le point x est localement transcendant si I'extension 
est trans cendante. 

Soit X un point de Xn, avec n € N, au-dessus de b. Nous dirons que le point x 
est purement localement transcendant si les elements 1, Ti(x), . . . , r„(x) 
de M'{x) sont algebriquement independants sur 

Remarque 8.9. — Lorsque n = 1, un point x est localement transcendant si, 
et seulement si, il n'est pas rigide epais, c'est-a-dire si et seulement s'il est de 
type 2, 3, 4, de type 1 transcendant ou rigide maigre. 

Revenons a un entier n € N quelconque. Pour m € [0,n], notons x^ S X^, 
la projection de x sur ses m premieres coordonnees. Dans ce cas, le point x 
est purement localement transcendant si, pour tout m G |l,7x|, le point x^n 
est localement transcendant sur Xm-i- Bien entendu, cela ne depend pas des 
coordonnees clioisies. 

Corollaire 8.10. — Soient b un point de B et x un point de Xn, avec 
n € N*, au-dessus de b. Supposons que le point x est purement localement trans- 
cendant. Supposons que I'ideal mf, possede un ^-systeme de generateurs forts 
(/i, . . . , fp). Alors (/i, . . . , fp) est egalement un SS-systeme de generateurs fort 
pour mx. En outre, si p = 1 et si C\m>o — (0)' o^^o'"^ nm>o ^™ ~ i^)- 

En particulier, si i?B,b est un corps fort, alors ^x„,x est un corps fort et si i^B,b 
est un anneau fortement de valuation discrete d'uniformisante ir, alors Gx^.x est 
egalement un anneau fortement de valuation discrete d'uniformisante vr. 

Demonstration. — Une recurrence immediate permet de se ramener au cas ou 
n = 1. Nous allons traiter le cas ou le point x est un point de type 2 ou 3 ou 4. 
Le cas oii c'est un point de type 1 se traite de fagon similaire, en remplagant, 
dans le raisonnement qui suit, les couronnes par des disques. 
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Soit un systeme fondamental fin de voisinages compacts et spectralement 
convexes du point b par rapport auquel la famille engendre forte- 

ment rrife. 

Soit W un voisinage ouvert du point x dans X. II existe un polynome unitaire 
Po{S) G J^{b)[S] tel que < r < jPo(5')(x)i < s et CbiPo;r,s) soit une partie 
connexe de W. Nous pouvons approcher les coefficients de Pq par des elements 
de ffB,b de fagon a obtenir un polynome unitaire P{S) S ^B,b[S] satisfaisant 
encore les proprietes enoncees. D'apres le corollaire l5.7| le morphisme de projec- 
tion TT est ouvert. On en deduit qu'il existe un voisinage ouvert Uq de b dans B 
sur lequel les coefficients de P sont definis et tel que Cug{P;r, s) C W. 

D'apres le lemme I5.13| il existe un voisinage ouvert Ui de b dans Uq et des 
nombres reels ri,r2, si, S2 verifiant < r < r2 < ri < \P{S){x)\ < si < 
S2 < s tels que, pour tout voisinage compact et spectralement convexe U de b 
dans Ui, tout u G [r2,f'i] et tout v E [si,S2], la lemniscate Cu{P;u,v) satisfasse 
la condition {Np^g-j^j-). Remarquons que, puisque Cb{P',r, s) est connexe, pour 
tons u,v verifiant u < \P{S){x)\ < v, la couronne Cb{P',u,v) est aussi connexe. 

Notons Yw I'ensemble des parties de la forme Cu{P;r, s) avec U € , 
U C Ui, u € ]ri,r2[ et v € ]si,S2[- On verifie qu'il est fin. Notons la 
reunion des ensembles 'fwi pour W decrivant I'ensemble des voisinages ouvert 
de X dans X. C'est un systeme fondamental fin de voisinages compacts et spec- 
tralement convexes de x dans X. 

Soient V un voisinage compact de x dans X et Cu{P;u,v) un element de Y 

o 

contenu dans V. Soit / un element de ^(V) tel que f{x) = 0. D'apres le co- 
rollaire 17. 5| I'image de / dans ^x,„x est nulle. Par le principe du prolongement 
analytique, la fonction / est nulle sur Cb{P',u,v), car Cb{P',u,v) est connexe. 
On conclut alors a I'aide du coroUaire 18.71 □ 

Interessons-nous maintenant aux points rigides epais. Le raisonnement est 
similaire, mais un peu plus simple. 

Proposition 8.11. — Soient b un point de B et ^ un systeme fondamen- 
tal fin de voisinages compacts et spectralement convexes de b. Supposons que 
I'ideal nxf, de ^B,b possede un ^-systeme de generateurs forts (/i, . . . , fp) relati- 
vement d Notons x le point de la fibre Xb- 

Notons y V ensemble des disques compacts de la forme Du{v), avec U G ^ 
et V > 0. C'est un systeme fondamental fin de voisinages compacts et spectra- 
lement convexes du point x et la famille (/i, . . . , /p, T) engendre ^-fortement 
relativement a I 'ideal maximal xrix de Gx,x ■ 
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Demonstration. — Soient V un voisinage compact de x, f un element de rrix 

o 

S§-defm\ sur V et Du{v) un element de y contenu dans V . L'interieur du voisi- 
nage V contient une partie de la forme Du{vq) avec vq > v. D'apres la propo- 
sition [L3l nous pouvons ecrire / sous la forme "^k^z^^T^ j ou (afc)fcgz est une 
famille d'elements de J^{U) telle que la serie X^;j>o llo^fcllc/ '^'o converge. 

Puisque / est un element de m^;, s'annule en b. Par consequent, il existe 
des elements qi, . . . , de ^(U) tels que 

Ofc = ai/i + • • • apfp dans ; 
G ||ai||;7 < KuyWaoWv- 

Or, d'apres la proposition ll.2| nous avons 

ll«oll^<ll/lk.<^ll/lb,(.o)<^ 

Ce raisonnement nous permet de remplacer / par / — oq, et done de supposer 
que oo = 0. 

La serie X^^>o lit/ converge et la serie X]fe>o "^fe+i definit done un 

element g de 3^{Djj{v)). De plus, nous avons / = Tg dans £§{Dij{v)) et 

\\9\\du{v) ^ I WfW-Duiv) ^ I WfWv^ 

car le maximum de la fonction g sur toute fibre est atteint sur le cercle {|r| = v}. 
On en deduit le resultat voulu. □ 

En reprenant le raisonnement des corollaires 18.71 et I8.10| on en deduit le re- 
sultat suivant. 

COROLLAIRE 8.12. — Soit b un point de B et supposons que I'ideal mf, pos- 
sede un ^-systeme de generateurs forts (/i, . . . , fp). Soit x un point rigide epais 
de Xfj. Alors la famille (/i, . . . , fp,P(T)), ou P{T) E ^B,b\P] sst un polyndme 
unitaire relevant le polyndme minimal du point x, est un B§-systeme de genera- 
teurs fort pour rrix-- 

Soit n € N. Soit x un point rigide epais de Xn au-dessus de b. Alors il existe 
des elements gi, gn dexrix tels que la famille {fi, fp, gi, gn) engendre 
^-fortement I'ideal mx- 

Approfondissons maintenant notre etude des points rigides epais. 

Lemme 8.13. — Soient b un point de B = A4{£/). Soient n (^ISi et x un point 
rigide epais de X„ = A^^"^ au-dessus de b. Supposons que I'anneau local i?B,b 
est un anneau fortement de valuation discrete d'uniformisante vr. 

Alors, pour tout element non nul f de ^x„,x, H existe un unique couple (f , g) € 
N X ^x„,x verifiant les proprietes suivantes : 

i) f = 'T^'"9 dans Gx^,x / 
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it) gy^O dans ^(x„),,x- 

Demonstration. — Le resultat se demontre par recurrence sur la dimension n. 
Pour n = 0, c'est evident. 

Supposons maintenant que n > 1 et que le resultat est verifie en dimen- 
sion n — 1. Notons y G la projection de x sur ses n — 1 premieres coordon- 
nees. Notons x' le point de la fibre de X„ au-dessus de y. Soit P{S) G K{y)[S] 
le polynome minimal du point rigide epais x au-dessus de y. Relevons-le en 
un polynome unitaire a coefficients dans ffx„-i,y que nous noterons identi- 
quement. D'apres le theoreme 16. 3| nous disposons d'un isomorphisme naturel 
^x„,x'[S]/{P{S) — r) ~ ^x„,x- II suffit done de demontrer le resultat pour le 
point x'. Or tout element de ^Xn,x' possede un developpement en serie conver- 
gente a coefficients dans ^x„-i,y (c/. corollaire ll.5p . ce qui permet de conclure 
par recurrence. (Le fait que I'anneau soit fortement de valuation discrete est uti- 
lise pour montrer qu'en divisant par la puissance de vr choisie, on obtient encore 
une serie convergente.) 

□ 

Lemme 8.14. — Soient b un point de B = A4{£/). Soient n ISi et x un 
point rigide de X„ = A.^^^ (avec variables Ti, . . . , T„J au-dessus de b. Soit f un 
element de ^Xn,x dont I'image dans ^(^x„)t,x n'est pas nulle. 
Alors il existe un changement de variables de la forme 

Pn ' ^ 

avec ui, . . . ,Un^i G N tel que, apres ce changement de variables, si Von note 
y G Xn~i le projete de x sur ses n — 1 premieres coordonnees, I'image de f 
dans ^(^Xn)y,x -^o*^ po-s nulle. 

Demonstration. — Remarquons que le resultat concerne la restriction de la fonc- 
tion / a Xi). Nous pouvons done supposer que =2/ est un corps K. Remarquons 
encore qu'il suffit de demontrer le resultat apres extension des scalaires. Nous 
pouvons done supposer que K est algebriquement clos. Le point x est alors un 
point (ai, . . . , an) de et, d'apres le corollaire II. 5| la fonction / s'ecrit comme 
une serie 

/= ak,,...,k„{Ti-ai)''K..{Tn-an)''- 

(fci,...,fc„)GN" 
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dont le rayon de convergence est strictement positif. Par hypothese, I'un des 
coefficients afci,,,,,fc„ n'est pas nul. Soient ui, . . . , n„_i € N. Montrer que le chan- 
gement de base de I'enonce convient revient a montrer que la serie 

(fci,...,fc„)GN" 

n'est pas nulle. En s'armant de courage, on demontre le resultat recherche. □ 

Remarque 8.15. — Les fastidieux calculs finaux de la preuve precedente 
peuvent etre evites si Ton s'autorise a utiliser les resultats connus sur les espaces 
analytiques au-dessus d'un corps. 

Theoreme 8.16. — Soit b un point de B = AA{s^). Supposons que I'anneau 
local G B,b sst un anneau local noetherien fortement regulier de dimension infe- 
rieure d 1. Soient n (^ISi et x un point rigide epais de A^^^ au-dessus de b. 
Alors I'anneau local G pnj.-^ ^ est noetherien et fortement regulier et nous avons 

dim(^A".aii ) = dim(^B + n. 

Demonstration. — Nous allons nous contenter de demontrer ce resultat 
lorsque &B,h est un anneau fortement de valuation discrete, le cas ou c'est 
un corps fort se traitant de fagon similaire mais plus simple. Soit vr une 
uniformisante forte de GB,h- 

Commengons par montrer que ^Xrt^x est noetherien. Nous allons proceder par 
recurrence sur n. Si n = 0, cela decoule des hypotheses. 

Supposons maintenant que n > 1 et que le resultat est vrai en dimension n — 
1. Soit / un ideal de Gx^.x- Nous pouvons supposer qu'il n'est pas nul. En 
appliquant le lemme l8.13| on montre qu'il existe un entier v et un ideal J de Gx„,x 
tels que I = n^' J et J contient un element / dont I'image dans G(Xn)i,x n'est 
pas nulle. 

II suffit de demontrer que I'ideal J est de type fini. Notons y la projection de x 
sur ses n — 1 premieres coordonnees. D'apres le lemme l8.14[ quitte a effectuer un 
changement de variables, nous pouvons supposer que I'image de / dans G(x„)y,x 
n'est pas nulle. Nous pouvons alors utiliser le theoreme de division de Weiers- 
tra£ 17.31 (en choisissant pour B une algebre de la forme M{W) ou W est un 
voisinage rationnel de y dans X^-i assez petit et pour b le point y) et diviser 
tout element de Gx^.x par / avec un reste polynomial. On se ramene done a 
montrer qu'un ideal d'un anneau de polynomes sur Gxn,y est noetherien. Par 
recurrence, I'anneau Gx„,y est lui-meme noetherien et le resultat s'en deduit. 

Interessons-nous a present a la regularite et la dimension de I'anneau Gx^.x- 
Si n = 0, les resultats annonces sont vrais. 
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Supposons que n > 1 et qu'ils sont verifies en dimension n — 1 Notons x' 
le point de la fibre de au-dessus de y. Soit -P(S') G k(\))\S\ le polynome 
minimal du point rigide epais x au-dessus de y. Relevons-le en un polynome 
unitaire a coefficients dans Gx,^_^,y que nous noterons identiquement. D'apres le 
theoreme l6.3| nous disposons d'un isomorpliisme naturel Gxn,x'\S\l(P{S')—T') ~ 
Gxn.x- Sur I'expression explicite de Gxn,x' comme anneau de series convergentes, 
on remarque qu'il est de dimension superieure a dim(€?x„_i,j/) + 1 = f^ + 1, par 
hypotliese de recurrence. Le meme resultat vaut pour Gx„,x- 

D'apres le corollaire I8.12| I'ideal maximal tTia; est engendre ^-fortement par 
n + 1 elements. On en deduit que 1' anneau local est de dimension regulier 
et meme fortement regulier. □ 



Nous arrivons finalement au tlieoreme annonce. Les hypotheses en sont no- 
tamment verifiees lorsque I'on choisit pour anneau de Banach I'un de ceux 
qui figurent a la remarque 18.51 Le resultat vaut done en particulier sur Z et les 
anneaux d'entiers de corps de nombres. 

Theoreme 8.17. — Soit b un point de B = M.{s^). Supposons que I'an- 
neau local ^Bfi ^^t noetherien, fortement regulier et de dimension inferieure d 1. 
Soient n GlSi et x un point de A^^"^ au-dessus de b. Alors I'anneau local G p^j-^^^ 
est noetherien et fortement regulier. 



Demonstration. — Pour tout m G [0,n], notons G ^^'"^^ 1^ projection du 
point X sur ses m premieres coordonnees. Quitte a changer I'ordre des coor- 
donnees, nous pouvons supposer qu'il existe un entier k G |0, n| verifiant les 
proprietes suivantes : 

le point x^ est purement localement transcendant au-dessus de 6; 
ii) le point x est rigide epais au-dessus de x^. 

D'apres le corollaire I8.10| si I'anneau local GB,h est noetherien et fortement 
regulier de dimension inferieure a 1, alors il en est de meme pour I'anneau lo- 
cal ^.fe.an . On conclut alors par le theoreme 18.161 □ 

Corollaire 8.18. — Soit £/ un anneau de Banach tel qu'en tout point b 
de M{£/), I'anneau local GM{s/),b noetherien, fortement regulier et de di- 
mension inferieure a 1. Soit (Z, Gz) un espace analytique sur £/ . Alors, en tout 
point z de Z, I'anneau local Gz,z sst noetherien et universellement catenaire. 
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9. Excellence des anneaux locaux 

Dans cette partie, nous allons nous interesser a I'excellence des anneaux lo- 
caux des espaces analytiques sur Z et les anneaux d'entiers de corps de nombres. 
Pour les definitions et proprietes de base des anneaux excellents, nous renvoyons 
a |Mat80| . § 34. En geometric analytique complexe, ce resultat est bien connu 
et se demontre generalement a I'aide de criteres jacobiens (c/. |Mat80| . tlieo- 
reme 102 et remarque suivante). Sur un corps value complet, c'est un resultat 
difficile, en particulier en caracteristique non nulle, du en toute generalite a 
A. Ducros (c/. |Duc09| . theoreme 2.13). 

Comme dans la partie precedente, nos resultats valent en realite pour les 
anneaux locaux des espaces A^^'^, ou £/ appartient a une classe d'anneaux 
de Banach plus generale. Celle-ci contient tons les exemples indiques a la re- 
marque 18. 5[ avec I'hypothese supplementaire que les anneaux consideres soient 
de caracteristique nulle. 

Signalons que, cette fois-ci, nous ne redemontrons pas les resultats d'excellence 
pour les anneaux locaux des espaces sur les corps values, mais les utilisons dans 
notre preuve (pour les corps de caracteristique non nulle uniquement). 

Theoreme 9.1. — Soit b un point de B = Supposons que I'anneau 

local i?B,b sst un corps fort de caracteristique nulle. Soient n GlSi et x un point 
de A^^"^ au-dessus de b. Alors I'anneau local ^a^'"',^ excellent. 

Demonstration. — Nous allons demontrer ce resultat par recurrence sur n. Si 
n = 0, il est verifie. Supposons maintenant que n > 1 et que le resultat est vrai 
en dimension n — 1. 

En procedant comme dans la preuve du theoreme I8.17| on se ramene au cas 
oil X est un point rigide epais au-dessus de b. D'apres le coroUaire 16.51 et la 
remarque qui le suit, I'anneau local ^x„,x est fini sur I'anneau local ^x„,o 
point de la fibre {Xn)b- Puisque I'excellence est stable par passage a une algebre 
de type fini, nous pouvons supposer que x = 0. L'anneau local ffx„,x possede 
alors une description explicite comme algebre de series convergentes a coefficients 
dans le corps ^Bfi {cf. coroUaire ll.5p . 

Nous Savons deja que ^Xn,x est noetherien et universellement catenaire (car 
regulier). II nous reste a montrer que ses fibres formelles sont geometriquement 
regulieres. Soit p un ideal premier de ^x„,x- Nous voulons montrer que I'algebre 
^Xn,x ®i^x„ X '^(P) geometriquement reguliere sur k(p). 

Supposons tout d'abord que p n'est pas nul. II contient alors une serie / non 
constante. Notons y € Xn-i la projection de x sur ses n — 1 premieres coordon- 
nees. D'apres le lemme [8.14| quitte a changer I'ordre des variables, nous pouvons 
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supposer que la restriction de / a {Xn)y n'est pas nulle. Le theoreme de prepa- 
ration de Weierstra£ I7.6l permet alors de supposer que / est un polynome en T„. 
D'apres le theoreme de division de Weierstrafi, nous avons un isomorphisme 

^ ^x„_i,,[r„]/(/). 

Pour montrer que ^x„,x ®(ffxn x '^(P) geometriquement reguliere sur 
nous pouvons remplacer Gx^^x par ^Xn,x/{f)- Par recurrence, ce dernier anneau 
est excellent, done le resultat est verifie. 

Supposons maintenant que p = (0). Notons K le corps des fractions de Gxn,x- 
II nous reste a montrer que I'algebre Gx^.x ®Gxn x ^ geometriquement re- 
guliere sur K. Remarquons deja qu'elle est reguliere, puisque c'est un localise 
de ^x„,x- Puisque nous nous sommes places en caracteristique nulle, cela suffit 
pour conclure. □ 



Theoreme 9.2. — Soit b un point de B = A4(=c/). Supposons que I'anneau 
local ^B,b sst noetherien, fortement regulier, de dimension inferieure d 1 et de 
caracteristique nulle. Soient n GlSi et x un point de A^*^" au-dessus de b. Alors 
I'anneau local ^A^.^n est excellent. 

Demonstration. — Le theoreme qui precede traitant le cas des corps forts, 
nous pouvons supposer que Gs^h est un anneau fortement de valuation discrete. 
Choisis-sons-en une uniformisante vr. Nous allons demontrer le resultat par 
recurrence sur n. Si n = 0, il est verifie. Supposons maintenant que n > 1 et que 
le resultat est vrai en dimension n — 1. 

En procedant comme precedemment, on se ramene au cas du point x = 
de la fibre [XnSh et a montrer a montrer que les fibres formelles de Gxn,x sont 
geometriquement regulieres. Soit p un ideal premier de Gxn,x- Nous voulons 
montrer que I'algebre Gx^.x ®0Xn x '^(p) geometriquement reguliere sur k(p). 

Si p contient nif,, alors nous pouvons remplacer I'anneau local Gx^.x par 
Gxn.xl'^h — G(Xn)h,x- Le resultat decoule alors du theoreme 2.13 de |Duc09| . 

Supposons, a present, que p ne contient pas rrift, autrement dit, ne contient 
pas vr. Si p n'est pas nul, il contient une serie qui n'est pas divisible par vr. 
Nous pouvons alors appliquer le raisonnement du theoreme precedent, base sur 
les theoremes de Weierstrafi, pour faire decroitre la dimension et conclure par 
recurrence. 

Finalement, le cas ou p = (0) se traite comme precedemment en utilisant la 
regularite de Gx„,x et le fait que le corps des fractions de Gxn,x est de caracte- 
ristique nulle. □ 
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COROLLAIRE 9.3. — Soit ^ un anneau de Banach tel qu'en tout point b 
de I'anneau local ^M{s^),b noetherien, fortement regulier, de dimen- 

sion inferieure d 1 et de caracteristique nulle. Soit {Z, Gz) un espace analytique 
sur £^ . Alors, en tout point z de Z , I'anneau local Gz,z Gst excellent. 

On peut imaginer differentes applications de ces resultats. Les anneaux des 
espaces analytiques sur Z etant henseliens et excellents, ils verifient I'approxima- 
tion d'Artin, d'apres |Pop86| . Nous pouvons par exemple appliquer ce resultat 
a I'anneau local Gq au point de la fibre de A^' ^° au-dessus de la valeur absolue 
triviale. Get anneau possede une description explicite : il est constitue des series 
de la forme 

fcGN" '- 

I'entier N dependant de la serie, qui possedent un rayon de convergence stricte- 
ment positif en toutes les places (c/. |PoilO| . proposition 3.2.7 pour une descrip- 
tion valant pour tons les anneaux d'entiers de corps de nombres et une preuve). 
On en deduit que tout systeme d'equations polynomiales a coefficients dans Gq 
(par exemple un systeme a coefficients dans Q[T']) qui possede une solution 
dans Gq = Q[[T] en possede une dans Gq, et meme que I'on peut trouver une 
solution dans Gq arbitrairement proclie (pour la topologie T-adique) d'une solu- 
tion formelle donnee. C'est une vaste generalisation d'un tlieoreme d'Eisenstein 
concernant le cas d'une equation en une variable. 



10. Coherence du faisceau structural 



Pour finir, nous nous interessons a la coherence du faisceau structural des 
espaces analytiques sur Z et les anneaux d'entiers de corps de nombres. C'est 
I'analogue du tlieoreme fondateur de K. Oka en geometrie anaytique complexe. 
De nouveau, la preuve que nous proposons vaut dans un cadre plus general, par 
exemple pour les espaces analytiques sur les corps values complets (archimediens 
ou non) et les anneaux de valuation discrete. 

La coherence du faisceau structural est deja connue pour les espaces de Ber- 
kovich sur un corps value ultrametrique complet. On la deduit aisement de la 
noetherianite des algebres affinoides, elle-meme decoulant du theoreme de divi- 
sion de Weierstrafi global pour les algebres de Tate (c/. |Duc09| . lemme 0.1 pour 
une preuve detaillee). Cette methode ne nous semble pas pouvoir etre adaptee 
pour des espaces sur un anneau de Banach quelconque. En effet, sur C deja, la 
noetherianite de I'anneau des fonctions analytiques au voisinage d'un disque de 
dimension superieure a 2 est un resultat difficile (c/. |Fri67| . theoreme (1,9)), 
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dont la preuve utilise d'ailleurs la coherence du faisceau structural. C'est pour- 
quoi nous avons choisi d'utiliser plutot des metliodes locales adaptees de la geo- 
metrie analytique complexe. 

Commengons par quelques resultats de prolongement analytique. 

Definition 10.1. — Soit {S,ffs) '^'^ espace localement annele. Soit s un 
point de S. Nous dirons que le principe du prolongement analytique vaut 
au voisinage de s si, pour tout element non nul f de ^s,s, H existe un 
voisinage ouvert U de s verifiant les proprietes suivantes : 

i) f est definie sur U ; 

a) pour tout point t de U, Vimage de f dans i?s,t n'est pas nulle. 

Nous dirons que le principe du prolongement analytique vaut sur S s 'il 

vaut au voisinage de tous ses points. 

Remarque 10.2. — Soit (S*, i?s) un espace localement annele sur lequel vaut 
le principe du prolongement analytique. La version classique du principe du 
prolongement analytique est alors verifiee. Soient U une partie ouverte et connexe 
de 5 et / un element de ffs{U)- S'il existe un point s de U tel que / soit nulle 
dans &'s,s^ alors / est nulle dans 0's(JJ). 

Remarquons egalement que le principe du prolongement analytique vaut au 
voisinage de tout point s en lequel I'anneau local est un corps. 

Lemme 10.3. — Soient b un point de B et x un point de X^, avec n S N, au- 
dessus de b. Supposons que ^B,b ^st un anneau fortement de valuation discrete et 
que le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de b. Si le point x 
est purement localement transcendant, alors I'anneau local ffx„,x ^st un anneau 
fortement de valuation discrete et le principe du prolongement analytique vaut 
au voisinage de x. 

Demonstration. — Soit vr une uniformisante de ffB,b- D'apres le corollaire I8.10| 
I'anneau local ^x„,x est un anneau fortement de valuation discrete d'unifor- 
misante vr. Pour montrer que le principe du prolongement analytique vaut au 
voisinage de x, il suffit de montrer qu'il existe un voisinage ouvert U de x sur 
lequel son uniformisante vr est definie et tel que, pour tout point y de U, I'image 
de vr dans ^x„,y n'est pas nulle. Choisissons pour U I'image reciproque d'un 
voisinage ouvert de b sur lequel la meme propriete est verifiee. On montre que 
I'ouvert U convient en utilisant le fait que le morpliisme de projection est ouvert 



Proposition 10.4. — Soient b un point de B et x un point rigide epais 
de Xfy. Soit f un element de ffx,x dont I'image dans ^Xt,x n'est pas nulle. Alors 




□ 
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il existe un voisinage ouvert U de x tel que, pour tout point y de U , I'image de f 
dans &'x^i^y),y ne soit pas nulle. 

Demonstration. — Supposons tout d'abord que le point x est un point rationnel 
de sa fibre, c'est-a-dire qu'il est associe a un element de Dans ce cas, on 

demontre le resultat en utilisant la description explicite de I'anneau local (c/. co- 
roUaire [T3]) et la description des voisinages comme des disques. Plus precisement, 
nous pouvons montrer I'existence d'un voisinage ouvert U de x tel que, pour tout 
c G T^iU), I'ensemble des points y de Xc CiU on f{y) n'est pas nulle est dense 
dans XcCiU. 

Passons maintenant au cas ou le point x est un point rigide epais. II est annule 
par un polynome P{T) S ^B,b[T]- Nous pouvons supposer que P{T) € £/[T]. 
Considerons I'algebre de decomposition universelle du polynome P sur 
C'est une algebre finie sur a/, que I'on pent munir d'une norme de Banach 
de fagon que le morphisme £/ £/' soit borne. Considerons le morphisme 

: X' = A.^^^ X associe. C'est un morphisme fini au sens topologique (i.e. 
continu, ferme et a fibres finies) et surjectif. Posons ip~^{x) = {x'^, . . . , x',}. Pour 
tout i € [l,?"], le point x'^ est rationnel dans sa fibre. D'apres le raisonnement 
effectue au debut de la preuve, il possede done un voisinage ouvert U' tel que 
I'ensemble des points ou / n'est pas nulle soit dense dans chaque fibre. Puisque 
le morphisme (p est fini, il existe un voisinage ouvert U de x dont I'image 
reciproque est contenue dans la reunion des Ul- Ce voisinage satisfait la propriete 
requise. □ 

COROLLAIRE 10.5. — Soitb un point de B. Supposons que I'anneau local i^B,b 
est noetherien, fortement regulier et de dimension inferieure a 1. Soit x un point 
de Xn, avec n G N, au-dessus de b. Supposons que le principe du prolongement 
analytique vaut au voisinage de b. Alors il vaut au voisinage du point x. 

Demonstration. — Nous supposerons que I'anneau local ffB,b est un anneau for- 
tement de valuation discrete, le cas ou c'est un corps fort se traitant de fagon 
similaire, mais plus simple. 

Quitte a changer I'ordre des variables, nous pouvons supposer qu'il existe un 
entier m € |0, n] tel que, en notant y la projection de x sur ses m premieres 
coordonnees, nous ayons les proprietes suivantes : x est un point rigide epais au- 
dessus de y et y est purement localement transcendant au-dessus de b. D'apres le 
lemme [10. 3| I'anneau local ^x,„,y anneau fortement de valuation discrete 

et le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du point y. Quitte 
a remplacer b par y et B par un voisinage compact rationnel de y, nous pouvons 
supposer que le point x est rigide epais au-dessus de b. 
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Si n = 0, le resultat est immediat. Supposons done que n > 1. Soit / un 
element de ffx„,x- Soit vr une uniformisante de ^Bfi- D'apres le lemme I8.13[ il 
existe v G N et g £ ffx„,x tels que / = tt^q dans ^x„,x et g 7^ dans ^(x„)b,x- 
Nous voulons montrer qu'il existe un voisinage ouvert U de x sur lequel / est 
defini et tel que / soit non nuUe dans ^x„,z, pour tout z £ U. 11 suffit de demon- 
trer ce resultat pour g. D'apres le lemme |8.14| quitte a effectuer un changement 
de variables, nous pouvons supposer que I'image de g dans ^(x„) ,,xi ou x' est la 
projection de x sur ses n— 1 premieres coordonnees n'est pas nuUe. La proposition 
qui precede per met alors de conclure. □ 

Nous allons, a present, nous atteler a la preuve du resultat de coherence an- 
nonce. Pour ce faire, il nous faudra imposer des conditions sur I'espace B = 
Comme dans la preuve de la noetherianite et de la regularity des an- 
neaux locaux, nous supposerons qu'en tout point b de B, I'anneau local ffB,b est 
un corps fort ou un anneau fortement de valuation discrete. Nous supposerons en 
outre que le principe du prolongement analytique vaut sur B. Ces conditions sont 
verifiees dans le cas des espaces dont nous avons dresse la liste a la remarque 18.51 

Commengons par un lemme, de demonstration immediate, qui nous permettra, 
entre autres, de traiter le cas des points oii I'anneau local est un corps. 

Lemme 10.6. — Soient n £ l^i et x un point de X„. Soient U un voisinage 
ouvert de x dans et fi, ■ ■ ■ , fp, avec p G N*, des elements de 0'(U). Notons 
(ei, . . . , Cp) la base canonique de ff^. Notons S& le noyau du morphisme 

V V 

aid (^^u^Yl ^ 

i=l 1=1 

Supposons que I'image de I'un des fi dans ^x„,x esi inversible. Alors il existe 
un voisinage ouvert V de x dans U tel que, pour tout y £ V, la famille {fjCi — 
fi&j)i<i<j<p de y en^fenfire le germe £^y. 

Le lemme suivant nous permettra de traiter le cas des points oii I'anneau local 
est de valuation discrete. 

Lemme 10.7. — Soit n € N. Soient b un point de B et x un point de {Xn)b 
purement localement transcendant. Supposons que G B,b ^st un anneau fortement 
de valuation discrete et que le principe du prolongement analytique vaut au voisi- 
nage de b. Soient U un voisinage ouvert de x dans Xn et fi, . . . , fp, avec p £ N*, 
des elements de ff{U). Notons (ei, . . . , Cp) la base canonique de Notons M 
le noyau du morphisme 

p p 
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Supposons que I'image de I'un des fi dans ^x„,x n' est pas nulle. Alors il existe 
un voisinage ouvert V de x dans U tel que, pour tout y V , la famille {fjCi — 
fi&i)i<i<j<p de y entendre le germe My. 

Demonstration. — D'apres le lemme [T0.3| I'anneau local ffx„,x est un anneau de 
valuation discrete et le principe du prolongement analytique vaut au voisinage 
de X. Choisissons-en une uniformisante vr. II existe un entier positif v et des 
elements gi, . . . ,gp de ffx„,x, tel que Ton ait fi = Tr'"gi, pour tout i, et que I'un 
des gi soit inversible dans Gx^.x- Quitte a restreindre [/, nous pouvons supposer 
que la division vaut sur \J . Remarquons que puisque les anneaux locaux de 
sont integres (car reguliers), le noyau du morphisme de I'enonce ne change pas 
lorsque I'on remplace les /j par les g^. Le lemme precedent permet alors de 
conclure. □ 

Nous pouvons maintenant adapter la preuve de la coherence du faisceau struc- 
tural sur les espaces affines complexes. Nous nous sommes inspire de celle pro- 
posee dans I'ouvrage |GR65j . 

Theoreme 10.8 (Lemme d'Oka). — Soit n G N*. Soient y un point 
de Xn-i et X un point rigide epais de {Xn)y. Soient p^q G N*. Soit A une ma- 
trice de taille q x p d coefficients dans Gxn-.i,y[Tn]<i, I'ensemhle des polyndmes 
de degre inferieur d I, avec / G N. Soit fj, une matrice de taille Ixq d coefficients 
dans Gx„^i,y[Tn]<m, o-vec m G N. Soit d > max(/,m). Supposons que la suite 

i^X^-l, y[Tn]<d-lY ^ {'^Xr,-uy[Tn\<dy A Gx„-i,y[Tn]<d+m 

est exacte. Supposons encore que I'un des coefficients de fj, n'est pas nul dans 
G(Xn) ,x- Alors la suite 

^k,x ^ ^L,x ^ 

est exacte. 

Demonstration. — On reprend la preuve, qui repose exclusivement sur le theo- 
reme de division de Weierstrafi, du theoreme ILC.3 de |GR65| . □ 

Nous arrivons finalement au theoreme annonce. Les hypotheses en sont veri- 
fiees lorsque Ton choisit pour anneau de Banach £/ I'un de ceux qui figurent a la 
remarque 18.51 Le resultat vaut done en particulier sur Z et les anneaux d'entiers 
de corps de nombres. 

Theoreme 10.9. — Supposons qu'en tout point b de B, I'anneau local ^Bfi 
est noetherien, fortement regulier et de dimension inferieure dl et que le principe 
du prolongement analytique vaut sur B = Alors, pour tout n G N, /e 

faisceau structural sur X„ = A"^^^ est coherent. 
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Demonstration. — Nous reprenons ici la strategic de la preuve du tlieoreme 



On precede par recurrence. Si n = 0, le resultat decoule des hypotheses faites 
sur B ainsi que du lemme 110.71 

Supposons que n > 1 et que le faisceau structural sur est coherent. 

Soient b un point de B, x un point de Xn au-dessus de b et U un voisinage 
ouvert de x dans Xn- Soient fi, . . . , fp € ^x„(f^)) avec p G N*. Considerons le 
morphisme : — > ffjj associe. Nous voulons montrer qu'il existe un voisinage 
ouvert V de X dans U sur lequel le noyau de ce morphisme est de type fini. Si 
tons les fi sont nuls dans ^x„,x, c'est evident. Nous supposerons done que tel 
n'est pas le cas. Si le point x est purement localement transcendant, cela decoule 
du lemme 110.71 

Supposons maintenant que tel n'est pas le cas. Pour k € |0, n], notons Xk G 
Xk la projection du point x sur ses k premieres coordonnees. Quitte a changer 
I'ordre des variables, nous pouvons supposer qu'il existe m G |0, n — 1] tel que le 
point Xm soit purement localement transcendant au-dessus de b et que le point x 
soit rigide epais au-dessus de Xm- Dans ce cas, I'anneau local Gxm-xm ^st un corps 
fort ou un anneau fortement de valuation discrete et le principe du prolongement 
analytique vaut au voisinage de Xm- 

Supposons, un instant que Gx^,xm un anneau fortement de valuation dis- 
crete. Choisissons-en une uniformisante vr. Quitte a restreindre [/, nous pou- 
vons supposer qu'elle est definie sur \J et nulle dans aucun anneau local ^Xn,z, 
avec z € U. D'apres le lemme l8.13| il existe un entier positif v et des elements 
gi, . . . ,gp de ffx„,x, tel que Ton ait fi = TT'"gi, pour tout i, et que I'un des gi ne 
soit pas nul dans ^(x„)j;^,a;- En raisonnant comme dans la preuve du lemme [T0.7| 
on montre que Ton pent remplacer les fi par les gi et done supposer que I'un 
des fi n'est pas nul dans (cette condition est automatiquement verifiee 

dans le cas ou ^Xm-x,„ est un corps). Nous supposerons que c'est fi. 

D'apres le lemme [8.14| nous pouvons supposer que fi possede une image non 
nulle dans ^(x„)x i,x- Le theoreme de division de Weierstrafi permet alors, par 
une manipulation algebrique simple, de supposer que f2, ■ ■ ■ , fp sont des poly- 
nomes a coefficients dans ^x„_i,x„_i- Le theoreme de preparation de Weierstrafi 
permet de supposer que fi lui-meme est un tel polynome. Soit m G N un ma- 
jorant du degre de tons ces polynomes. Le morphisme fi induit alors, sur un 
voisinage ouvert V de Xn-i un morphisme 



IV.C.l de |GR65)(3)| en lui apportant les modificat: 




ions necessaires. 



{^v[Tn]<mY A ffv[Tn]<2m- 



"^Le lecteur prendra garde au fait que ce que nous appelons, selon la temiinologie classique, 
faisceau coherent est appele dans cet ouvrage « faisceau d'Oka ». 
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D'apres I'hypothese de recurrence, les faisceaux qui apparaissent ci-dessus sont 
coherents et le noyau du morphisme est done de type fini. On pent done completer 
le morphisme en une suite exacte 

Quitte a restreindre U, nous pouvons supposer que sa projection sur Xn-i est 
contenue dans V. D'apres la proposition 110. 4) nous pouvons egalement supposer 
que, pour tout point y de U, I'image de /i dans ^Xy^_-^,y n'est pas nuUe, ou i/n-i 
designe la projection de y sur ses n — 1 premieres coordonnees. 

Soit y un point de U. S'il est rigide epais sur yn-i, le theoreme 110.81 assure 
que la suite precedente induit une suite exacte 




Si le point y n'est pas rigide epais sur yn-i, d'apres le corollaire 17. 5| nous avons 
fi{y) 7^ 0. Le lemme [10.61 assure alors que le noyau du morphisme ^ : ^fjy 
ffjj^y est engendre par la famille {fjCi — fiej)i<i<:j<p, ou (ei, . . . , Cp) designe la 
base canonique de En regroupant ces resultats, nous montrons que le noyau 
du morphisme fi est de type fini sur U, ce qui conclut la preuve. □ 

Corollaire 10.10. — Soit £/ un anneau de Banach tel qu'en tout point b 
de I'anneau local est noetherien, fortement regulier et de di- 

mension inferieure d 1. Supposons egalement que le principe du prolongement 
analytique vaut sur Soit {Z,ffz) un espace analytique sur £/ . Alors le 

faisceau structural Gz ^st coherent. 

Suivant une suggestion de P. Schapira, nous demontrons que, sous les condi- 
tions precedentes, le faisceau structural sur A^^^ est noetherien au sens de 
M. Kashiwara. Rappelons tout d'abord la definition de cette notion (c/. |Kas03| . 
definition A. 7). 

Definition 10.11. — Soit [S,Gs) un espace localement annele. Un fais- 
ceau ^ de Gg-modules est dit noetherien s'il verifie satisfait les proprietes 
suivantes : 

i) ^ est un faisceau de Gg-modules coherent; 
a) pour tout point s de S, le Gs^s-^odule est noetherien; 
Hi) pour tout ouvert U de S et toute famille {^i)i(zj de faisceaux de sous-Gu- 
modules coherents de faisceau de Gjj-modules X^jg/ est coherent. 

Le faisceau structural Gs est dit noetherien s'il est noetherien sur lui-meme. 

Nous Savons deja que le faisceau structural sur A^^^ satisfait les deux pre- 
mieres proprietes. La derniere se deduit aisement du resultat suivant (c/. |Dem) . 
II (3.22)). 
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Proposition 10.12. — Supposons qu'en tout point b de B, Vanneau lo- 
cal ^B,b Gst noetherien, fortement regulier et de dimension inferieure d 1 et que 
le principe du prolongement analytique vaut sur B = Soient n € N, 

U un ouvert de Xn, ^ un faisceau de i^u -modules coherent et C ^2 C . . . 
une suite croissante de sous-faisceaux coherents de ^ . Alors, tout point x de U 
possede un voisinage V sur lequel la suite stationne. 



Demonstration. — Le faisceau ^ est localement quotient d'un ^x„-iiiodule 
libre ^x„- En tirant en arriere, on se ramene a traiter le cas ou ^ = ^x^i 
puis ^ = Gxr.- 

Nous allons proceder par recurrence sur I'entier n. Si n = 0, le resultat decoule 
facilement des hypotheses. 

Supposons maintenant que n > 1 et que le resultat est verifie pour 
Soit X un point de JJ . Si pour tout /c > 1, nous avons ^k^x = 0, alors la suite 
est constamment nulle au voisinage de x. Supposons done qu'il existe kQ>\ tel 
que '!^ko,x 7^ 0. Soit / un element non nul de ^ko,x- Si le point x est localement 
transcendant sur 5, alors Gxn,x est un corps et / est inversible sur un voisinage V 
de X dans U . Dans ce cas, la suite stationne a Gy sur V . 

II nous reste a traiter le cas oil x n'est pas localement transcendant. Quitte a 
effectuer un changement de variables, nous pouvons supposer que le point x est 
rigide epais sur sa projection sur les n — 1 premieres coordonnees et que 

I'image de / dans G(Xn)x n'est pas nulle. En utilisant le theoreme de prepa- 
ration de Weiestra£, nous pouvons nous ramener au cas ou / est un polynome, 
dont nous noterons d le degre. D'apres la proposit ion 1 1 . 4 1 il existe un voisinage V 
de X dans U tel que, pour tout point y de [/, I'image de / dans n'est 
pas nulle, oil ?/n-i designe la projection de y sur ses n — 1 premieres coordonnees. 

Notons ^ le ^x„_i -module coherent forme des polynomes en T„ de degre 
strictement inferieur a d. Le theoreme de division de Weierstra£ assure que, 
pour tout point y de y et tout entier A; > /cq, la fibre ^k,y est engendree par / 
et -^k.y n On conclut en appliquant I'hypothese de recurrence a la suite 
de (^x„_i -modules coherents {^k,y H ^)k>i- D 



COROLLAIRE 10.13. — Supposons qu'en tout point h de B , Vanneau local G^^b 
est noetherien, fortement regulier et de dimension inferieure dl et que le principe 
du prolongement analytique vaut sur B = A4(s2f). Alors, pour tout n € N, /e 
faisceau structural sur X„ = A^^^ est noetherien. 
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